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PRESENTACION

Estimado estudiante:

El texto que tienes en tus manos es un esfuerzo realizado en el marco del
“Proyecto para el Aprendizaje Amigable de Matematica en Educacién
Secundaria” (NICAMATE), implementado por el Ministerio de Educacion
en coordinacion con la UNAN — MANAGUA, UNAN — LEON, y el apoyo
técnico de la Agencia de Cooperacién Internacional del Japén (JICA).

La matematica es una herramienta potente en el desarrollo de cada una
de nuestras vidas; nos ayuda a resolver problemas complejos con mayor
facilidad, a contar con un razonamiento matematico capaz de ser critico,
analitico y practico. En definitiva, a vivir con éxito, en un mundo cada vez
mas desafiante ante los cambios sociales y los avances tecnologicos.

Cada contenido de este libro, es abordado de manera que resulta facil
de comprender, y con el apoyo de tu docente lograras adquirir conceptos
y procedimientos matematicos, necesarios para el desarrollo de
conocimientos y habilidades que favorecen tu formacién integral.

Tenemos la certeza que tu encuentro con estos saberes sera muy
satisfactorio, ya que este libro ha sido elaborado por un equipo altamente
calificado que nos plantea una metodologia amigable, retadora y exigente,
con el propdsito de que los conocimientos matematicos te enriquezcan,
sean mejor entendidos y puedan integrarse en tus quehaceres cotidianos
con mayor facilidad.

Mucho animo ya que contamos contigo para desarrollar una mejor
Nicaragua.

Atentamente,

Ministra de Educacion
Miriam Soledad Raudez



INTRODUCCION

En cada pagina del libro de texto se presentan los momentos de una clase de 45 minutos:

Representa

el problema
inicial, el cual se
debe leer y analizar
identificando las
condiciones que
plantea y lo que se
pregunta.

Representa la

solucién del
problema inicial
explicada paso a
paso.

Representa

la conclusién
de la clase, donde
se propone el
esquema de solucién
del problema
inicial, en algunos
casos también se
presentan conceptos
importantes usados
en el problema.

Seccion 2: Operaciones con expresiones algebraicas

Contenido 7: Simplificacion de expresiones algebraicas

\ P [ Simplifique la expresion algebraica 3(2x+6) +5(2x—1). ]

Se eliminan los paréntesis haciendo uso de la propiedad
distributiva:

@)H@) =(3)(2x) +(3)(6) +(5)(2x) +(8)(—1)
=6x+18+10x—5
=6x+10x+18—5
=16x+13

Propiedad Distributiva
a(b+c)=ab+ac

C

Para simplificar expresiones algebraieas que contienen paréntesis:
1. Se efectuian las multipkcaciones indicadas usando la propiedad distributiva.
2. Se reducentérminos semejantes.

Ejem’p/a Simplifique en cada inciso la expresion algebraica dada.

a) 4(3x+5)—2(x—8) b) 4(x—6)—3(—5x—7)
a) 4(3x+5)—2(x—8) = (4)(3x) +(4)(5) —(2)(x)—(2)(—8)
= 12x+20—2x+16
—12x—2x+20+16
=10x+36

Simplifique en cada inciso la expresion algebraica dada.

a) 4(6x+3)+5(2x—1) b) 6(x+4)+2(5x—7) c) 3(2x—7)+5(x—4)

d) 6(x+4)—2(5x+7) e) 2(8x—6)—4(x—2) f) 3(x—1)—7(—2x+3)

7S

EJ'emP/o
Los ejemplos
que se presentan

son variantes del
problema inicial.

Representa

los ejercicios
propuestos, es
importante que
intenten resolver
los ejercicios por
ustedes mismos.

En Comprobemos lo aprendido se presentan una serie de ejercicios representativos de
contenidos anteriores, el objetivo de estas clases es asegurar un tiempo de ejercitacién que
permita afianzar los conocimientos adquiridos y aclarar cualquier duda que puedan tener de los
contenidos estudiados.

En /Desafio

se presentan casos especiales o contenidos de mayor complejidad.
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Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Seccion 1: Multiplicacion de polinomios
Contenido 1: Multiplicacion de monomio por binomio

? ( Efectue el producto x(x+3). )

Se multiplica el monomio x por cada término del binomio (x+3).

AN n

x(x+3)=xx+x(3) Xox=x2 -OD-
=x2+3x 1/

V4
S

Y

Otra forma
A partir del area de un rectangulo, se encontrara el producto x(x+3).

X L. X....
Formula del area 3i[ 3
de un rectangulo: ;
(base) X (altura) | X7+ 3: ;
\ X X2
Area de rectangulo x(x+3) = x2+3x

C

Para calcular el producto de un monomio por un binomio, se multiplica el monomio por cada
término del binomio.

Es decir, si a es un monomio y b+ ¢ un binomio, entonces

a(b+c)=ab+ac (a+b)c=ac+bc

Ejemplo | Efectte los siguientes productos:
a) x(x—2) b) x(2x+3) c) —x(x+3)
Se aplica la propiedad distributiva, conmutativa y la ley de los signos.

a) x(x—2)=x-x—x(2) b) x(2x+3)=x(2x)+x(3) c) —x(x+3)=—xx+(—x)(3)
=x*—2x =2x*+3x =—x*—3x

E Efectue los siguientes productos:

a) x(x+5) b) x(4x—3) c) 2x(x+3)
d) 3x(2x—1) e) —x(x+2) f) —3x(x—1)
g9) (x—6)x h) (3x+5)(4x) ) (2x—7)(—5x)

$



Seccién 1: Multiplicacién de polinomios

Contenido 2: Multiplicaciéon de binomio por binomio

P ( Efectue el producto (x+2)(y+3). )

Para efectuar el producto (x+2)(y+3), se utiliza la distributividad realizando lo siguiente:

1. Se multiplica cada término del binomio x+2 por el binomio y+3, de la siguiente manera:

2. Se aplica la propiedad distributiva en los productos indicados obtenidos en el paso anterior:
(x+2)(y+3) =x(y+3)+2(y+3)
=xy+x(3)+(2)y+(2)(3)
=xy+3x+2y+6

C

Para calcular el producto de dos binomios, se multiplica cada término de un binomio por cada
término del otro.

En simbolos, m

(c+d)=ac+ad+bc+bd
® @ O ®

Ejemp/o Efectue los siguientes productos:
a) (x—3)(y+4) b) (x+2y)(3x+4y)
a) (x—3)(y+4) =xy+x(4)+(—3)y+(—3)(4)
=xy+4x—3y—12

b) (x+2y)(3x+4y) =x(3x)+x(4y)+2y(3x) +2y(4y)
= 3x*+4xy+6xy+8y?
= 3w+ 10xy-+ 8y

Efectue los siguientes productos:

a) (x+4)(y+5) b) (x+2)(y—3) c) (x+6)(3By+1)

d) (x+7)(5y—6) e) (x+3y)(2x+5y) f) (5x+4y)(7x—3y)

#



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 3: Multiplicaciéon de binomio por trinomio de forma horizontal

P (Efectl]e el producto (x+2)(x+y+3) de forma horizontal. )

Para efectuar el producto (x+2)(x+y+3) se realiza lo siguiente:
1. Se multiplica cada término del binomio x+2 por el trinomio x+y+3:

2. Se aplica la propiedad distributiva en los productos indicados que se obtuvieron en el paso
anterior,

(x+2)(x+y+3)=x(x+y+3)+2(x+y+3)
=xx+xy+x(3)+(2)x+(2)y+(2)(3)

=x*+xy+3x+2x+2y+6
=x*+xy+5x+2y+6

C

Para calcular el producto de un binomio por un trinomio, se multiplica cada término del binomio
por cada término del trinomio.

(a+b)(c+d+e)=ac+ad+ae+bc+bd+be
O @ ® ® ® ©®

Ejemplo | Efectte los siguientes productos de forma horizontal:

a) (x+2)(x+y—5) b) (2x+1)(Bx+y+4)

a) (x+2)(x+y—5)=xx+xy+x(—5)+(2)(x)+(2)(y)+(2)(—5)
=x?*t+xy—5x+2x+2y—10
=x*+xy—3x+2y—10
b) (2x+1)(3x+y+4) =2x(3x)+2x(y) +2x(4)+(1)(Bx)+ (1) (»)+(1)(4)
=6x?+2xy+8x+3x+y+4
=6x*+2xy+11x+y-+4

Efectue los siguientes productos de forma horizontal:

a) (x+4)(x+y+5) b) (x+3)(x+y—7)

c) (Bx+1)(2x+y+9) d) Bx—1)(2x—y+6)

$



Seccién 1: Multiplicacién de polinomios

Contenido 4: Multiplicaciéon de binomio por trinomio de forma vertical

P ( Efectue el producto (x+2)(x+y-+3) de forma vertical. )

S

Existe un esquema vertical para efectuar la multiplicaciéon de polinomio por polinomio, en el
que se visualizan mejor los resultados de las multiplicaciones de términos. A continuacién se

muestran los pasos a seguir:

Se escribe el trinomio x+y+3, y debajo de este el x+y+3
binomio x+2. Luego se traza un segmento horizontal. X x+42
Se multiplica la x del binomio por cada término del x+y+3
trinomio, obteniendo x?+xy+3x, el cual se escribe
debajo del segmento horizontal. x x+2
xX2+xy+3x

Se multiplica el 2 del binomio por cada término del x+y+3
trinomio obteniendo 2x +2y+6 que se coloca debajo de \V
x?+xy+3x pero respetando la semejanza de términos, % x42
luego se suman los términos de cada columna.

_ xX2+xy+3x
A la par se muestra el esquema operativo. + 2xH-2y+6

x2+xy+5x+2y+6

C

Para efectuar el producto de un binomio por un trinomio de forma vertical:

1. Se coloca de primero el trinomio.
2. Se multiplica cada uno de los términos del binomio por cada término del trinomio aplicando
la propiedad distributiva y la ley de los signos.

3. Se suman términos semejantes si los hay.

EjemP/o Efectle el producto (x—3)(x—2y+5) de forma vertical.

x—2y+5
X x—3

x2—2xy+5x
+ —3x+6y—15

x?—2xy+2x+6y—15

t

Efectue los siguientes productos de forma vertical:
a) (x+1)(x+y+5) b) (x+5)(x+y—3)

c) (x—4)(x—3y+7) d) (x—86)(x—4y—8)

#



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 5: Comprobemos lo aprendido 1

t

Efectue los siguientes productos de:

1.

2.

3.

4.

Monomio por binomio:

a) x(x+7)

c) —x(x—2)

Binomio por binomio:

a) (x+3)(»y+5)

c) (x+8)(4y—6)

Binomio por trinomio, de forma horizontal:

a) (x+5)(x+y+8)

c) (2x+5y)(7x+8y+9)

Binomio por trinomio, de forma vertical:

a) (x+5)(x+y+9)

b)

d)

b)

d)

b)

d)

b)

3x(4x+5)

—5x(2x—7)

(x+2)(y—4)

(2x—1)(4y+9)

(x—1)(x+2y—3)

(3x—4y)(5x—6y+2)

(x—7)(x—6y+8)



Seccién 2: Productos notables

Seccidn 2: Productos notables

Contenido 1: Producto de dos binomios de la forma (x+a)(x+56) (1)

P (Efectt]e el producto (x+1)(x+2). )

S Para desarrollar el producto (x+1)(x+2), se realiza lo siguiente:

e+1)i(e+2)! =)@)+1(x+2) Se multiplica cada término del binomio x+2 por el binomio

NG X+
=xx+x(2)+x+2 . e . N
Se aplica la multiplicacién de monomio por binomio en las

=x?+2x+x+2 multiplicaciones

=x2143x+2 Se simplifican los términos semejantes

Otra forma:
A partir del area de un rectangulo, se encontrara el producto (x+1)(x+2)

Férmula del area : 2
del rectangulo: :

(base) X (altura) | x+ I
2-' 2x

i D)

Area del rectangulo | (x+1)(x+2) =x?+x+2x+2 =x2+3x+2

C

El producto de dos binomios de la forma (x+a)(x+ b) se desarrolla de la siguiente forma:

(x+a)(x+b)=x>+bx+ax+ab
=x2+(a+b)x+ab
T

Sumadeayb Productodeayb

Formula |  (x+a)(x+ b) =x>+(a+b)x+ab

Ejemp/o Desarrolle los siguientes productos:

a) (x+3)(x+2) D) (x+4)(x+2)
En ambos casos se hace uso de la férmula 1.
) () +) =G+ AE@ b (xt Fx+ )=+ (T + 2+ (D)
=x2+5x+6 4 3
E =x*t+g5x+tag
Efectle los siguientes productos:
a) (x+5)(x+8) b) (x+6)(x+2) c) (y+4)(y+3)
d) (y+7)(y+9) & (x+y)x+3) D (y+5)v+2)

*



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 2: Producto de dos binomios de la forma (x+a)(x+5) (2)

Ejemp/o | | Efectue el producto (x+3)(x—4). Y

Para efectuar el producto (x+3)(x—4) se observa que la diferencia con el caso anterior es el
signo — en el binomio x—4, pero este se puede reescribir como una suma. Entonces

(x+3)(x—4)=(x+3)[x+(—4)] Se reescribe x—4 como una suma
=x2+[34+(—4)]x+(3)(—4) Se aplica la formula 1
=x*—x—12

Ejemplo 2| Efectue el producto (x—3)(x—2).

Se procede con los pasos sefialados en el ejemplo anterior:

(x—3)(x—2)=[x+(—=3)]Ix+(—2)] Se reescriben los binomios como sumas
=x2+[(=3)+(—2)]x+(—=3)(—2) Se aplica la formula 1
=x*>—5x+6

t

Efectue los siguientes productos aplicando la férmula 1:
a) (x+5)(x—7) b) (y+2)(y—3) c) (x—6)(x+4)

d) =9 (¥+5) e) (x—7)(x—6) f) —8)(y—5)



Seccién 2: Productos notables

Contenido 3: Producto de dos binomios de la forma (ax+b6)(cx+d)

P CEfectl’Je el producto (2x+1)(x+3). )

S

C

Para efectuar el producto (2x+1)(x+3), se multiplica cada término de 2x+1 por cada término
de x+3, tal como indican las flechas de la ilustracion:

A\
(2x+1)(x+3) =2x2>+6x+x+3
=224 7x+3

Los coeficientes 2, 7 y 3 se pueden expresar como 2=(2)(1), 7=(2)(3)+(1)(1), 3=(1)(3) sustituyendo
en la expresion anterior se tiene
@2x+1)(x+3) =) (1)x2+[2)B)+ (1) (D) ]x+(1)(3)=2x2+7x+3

Se observa que el término cuadratico 2x? se obtuvo multiplicando 2x por x, el término lineal 7x,
resultado de multiplicar (2)(3)+(1)(1) por x y el término 3, es el producto de 1 por 3.

v

El producto de la forma (ax+b)(cx+d) se desarrolla de la siguiente manera:

Formula 2  (ax+b)(cx+d) = acx?+ (ad+bc)x+bd

@<

Ejemplo | Efectue los siguientes productos:

t

a) (2x+1)(38x—2) b) (3x—2)(2x—1)

En ambos casos se utiliza la formula 2.

a) (2x+1)(Bx—2)=(0Cx+1)[3x+(—2)]
=@ E)x*+[2)(=2)+()B)]x+(1)(—2)

=6x*—x—2

b) (3x—2)(2x—1) =[3x+(—2)][2x+(—1)]
=(3)@x2+[B)(—1)+(—2)(2)]x+(=2)(—1)

=6x2—7x+2

Efectue los siguientes productos utilizando la férmula 2:

a) (Bx+1)(x+4) b) (2x+3)(4x+1) c) (2x—1)(x+5)

d) (2x+3)(3x—5) e) (Bx—1)(x—4) f) (2x—3)(3x—4)

#



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 4: Cuadrado de la suma de dos términos (x+a)?

P
S

C

(Efectl]e el producto (x+3)% )

Dado que (x+3)?>=(x+3)(x+3), entonces (x+3)? se puede calcular

utilizando el producto indicado de la forma (x+a)(x+5b) suponiendo (x+a)#x*+a’
que a=b=23.
(x+3)*=(x+3)(x+3)
=x?+(3+3)x+(3)(3)
=x2+6x+9

El producto (x+3)? es el trinomio x>*46x+9 que se obtiene elevando al cuadrado a x, luego el
término lineal (2)(3)x=6x y el producto (3)(3)=(3)?*=0.

El producto (x+a)? se desarrolla de la siguiente forma:

Formula 3 (x+a)*=x*+2ax+a?

v

@<

(x+a)? se conoce como cuadrado de un binomio.

EJ'emp/o Efectue los siguientes productos aplicando la formula 3:

a) (x+5)? b) <x + 17)2

Aplicando la formula 3 del cuadrado de un binomio se tiene:
2 2
a) (x+5)°=x*+(2)(5)x+(5) o) (x+ 3] =2+ @) ) +()

=x?>+10x+25 1
=x2+x+z

Efectue los siguientes productos aplicando la formula 3:

a) (x+4)? b) (x+2)? c) (x+86)?
@ Letmy o (x+5) 0 (x+3)



Seccién 2: Productos notables

Contenido 5: Cuadrado de la diferencia de dos términos (x —a)?

P (Efectue el producto (x—3)2. )

El producto de la forma (x—3)? se reescribe como [x+(—3)]? y se efectia de acuerdo con la

féormula 3.
(x—a)?=[x+(—a)]?

—3)2=[x+(—23)]?
(x—3)2=[x+(—=3)] (—a)*=(—a)(—a) =a?

=x2+(2)(—3)x+(—3)2
=x*>—6x+9

C

El producto (x—a)? se efecttia siguiendo el procedimiento del cuadrado de la suma de dos
términos, resultando que:

Formula 4 (x—a)*=x*—2ax+a?

(x—a)? se conoce como cuadrado de un binomio.

Ejemplo Efectie los siguientes productos:
2
a) (x—2)2 b) (x—7)
Teniendo en cuenta la formula 4, el desarrollo de los productos dados es el siguiente:
2 — 2 2 — 1_ ¥ — 2 — 1_ 1_ ;
a) (x—2)2=x2—(2)(2)x+2 b) 7) =x*—@\z)x+(7

a1 1
=x2—4x+4 =x*—5x+3g

t

Efectue los siguientes productos aplicando la formula 4:

a) (x—m)? b) (x—4)? c) (x—5)2

d) (x—6) &) (x— %) g (x—1)



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 6: Producto de la suma por la diferencia de dos binomios (x+a)(x—a)

P (Efecttle el producto (x+7) (x—7). )

Se escribe x—7 como x+(—7) y se efectta la multiplicacién igual que el producto de la forma
(x+a)(x+0b).

x+7)x—7)=(x+7)[x+(—7)]
=x’+[7+(=7)]x+ @) (=7)
=x’+(0)x—7?
= x2—72
=x?>—49
El resultado de (x+7)(x—7) es igual al cuadrado de x menos el cuadrado de 7.

C

El producto indicado de la forma (x+a)(x—a) da lugar a un binomio que se obtiene de la
siguiente manera: se eleva x al cuadrado (x?), y se resta el cuadrado de a (a?).

Formula5 (x+a)(x—a)=x*—a?

(x+a)(x—a) se conoce como suma por diferencia de binomios.

Ejemp/o Efectue los siguientes productos usando la formula 5:

a) (x+3)(x—3) o) (x+)(x =)

Se aplica en ambos casos la formula 5.

0 eIy = o (x4l )= (]
=x*—9 et
16

t

Efectue los siguientes productos:
a) (x+4)(x—4) b) (x+m)(x—m) c) (x+5)(x—5)

8) (e+6)(x—6) &) (x+5)(x—3) 7 (x+3)x—3)

*



Contenido 7: Comprobemos lo aprendido 2

t

Seccién 2: Productos notables

3.

. Efectue los siguientes productos utilizando la féormula 1y 2:

a) (x+8)(x+3) b) (x+9)(x—5)
c) 2x—7)(3x+2) d) (x—4)(x—6)
o) (x+3)0x+3) 7 (x-5)lx+3)

Efectue los siguientes productos utilizando las férmulas 3 y 4:

a) (x+7)? b) (x—9)2
o (x+3) 9 (x—3)
e) (2x+5)? f) (4x—3)?

Efectie los siguientes productos utilizando la férmula 5:

a) (W+7)—7) b) (v+6)(y—6)
o (r+3)v—13) d) (xy+4)(xy—4)
e) (2x+5)(2x—5) f) (Bx+7)(3x—7)



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Ld
DeSGfIO Cuadrado de un trinomio
P ( Desarrolle el producto (a+b+c)>. )
S (a+b+c)*=[(a+b)+c]? Se escribe a+b+c como (a+b)+c¢
=(a+b)>+2c(a+b)+c? Se utiliza la férmula 3
= a2+ 2ab+b2+2ac+2bc+ c? Se efectian los productos (a+5)? y
2c(a+0b)

=a*+b*+c*+2ab+2ac+2bc Se ordena el polinomio

C

El producto indicado de la forma (a+ b+ ¢)? llamado cuadrado de un trinomio es igual
a la suma de los cuadrados de los sumandos a, b, ¢ mas el doble de cada uno de los
productos ab, ac, y bc

Formula 6 (a+b+c¢)>=a?+b>+c2+2ab+2ac+2bc

Ejemp/o Efectue los siguientes productos utilizando la férmula 6.

a) (x+y+32)? b) (x+y—z)2

Utilizando la formula 6, se encuentra que
a) (x+y+3z)2=x2+3y2+(3z)2+2xy+2x(3z) +2y(32)
=x2+y?+922+2xy+6xz+6yz

Se utiliza la férmula del cuadrado de un trinomio
b) (x+y—2)2=[x+y+(—2)]
=x2+3y2+(—z)2+2xy+2x(—z)+2y(—=2)
=x2+y*+22+2xy—2xz—2yz

Efectie los siguientes productos utilizando la férmula 6:

a) (x+y+3)? b) (x+y+2z)2 c) (a+b—4)2

d) (x+2y—z)2 e) (Bx—y+z)? ) (x—y—4az)?

$



Seccién 2: Productos notables

'
Desa f 10 Productos notables de la forma (ax-+b)(ax+c)
P Efectde el producto Cada binomio tiene como primer término 3x %
(Bx+1)(3x+2). ¢ Se puede realizar este producto de forma ¢ < |}

similar al producto de la forma (x+a)(x+b)?

\ 2

Los dos binomios del producto (3x+1)(3x+2)tienen 3x como término comun, lo

cual nos induce a pensar que estamos frente a una variante del caso (x+a)(x+b).
Teniendo esto presente, se puede efectuar el producto dado de la siguiente manera:

(Bx+1)(Bx+2) =(Bx)2+(14+2)(3x)+(1)(2)
=9x2+9x+2

C

El producto de la forma (ax+b)(ax+c) se desarrolla de la siguiente manera:

(ax+b)(ax+c)=(ax)*+(b+c)(ax)+bc
=a2x2+(b+c)(ax)+bc

Férmula 7 (ax+b)(ax+c)=a?2+(b+c)(ax)+bc

Ejemplo | Efectte los siguientes productos:

a) (2x+4)(2x—5) b) (2x—3)(2x—7)

Se aplica la conclusion anterior

a) (2x+4)(2x—5) b) (2x—3)(2x—7)
= (2x+4)[2x+(—5)] =[2x+(—=3)][2x+(—7)]
= (2x)2+[4+(—5)](2x) +(4)(—5) = (2x)2+[(—3)+(—=7)](2x) +(—3)(—7)
=4x>+(—1)(2x)—20 =4x2+(—10)(2x)+21
=4x2—2x—20 = 4x2—20x+21

Efectue los siguientes productos:

a) (2x+1)(2x+8) b) (3x+5)(3x+7) c) (4x+6)(4x—9)

d) (56x+7)(5x—4) e) (6Bx—11)(6x—9) f) (7x—3)(7x—8)

*



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

DBSGfI’O Cubo de un binomio

P Efectue los siguientes productos:
a) (x+y)° b) (x—uy)°

S

a) (x+»°=x+y?2x+y)
=x*+2xy+3y)(x+y)
=x*+2xy+y)x+ (2 +2xy +1yd)y
=x*+2x°y + xy* + x°y + 2xy* + »°
= x*+ 3x%y + 3xy* + »°

Por tanto, (x + »)*=x*+ 3x*y + 3x3y*+3°.

b) Se aplica el resultado obtenido en a), y resulta:
(x—»°=[x+(—»)F
= x*+ 3x*(—y) + 3x(—y P + (—y)
= x*— 3x?y + 3x3* —»°

En consecuencia, (x —y)*=x*—3x%y + 3xy*— y°.

C

(x + ) =x*+ 3x*y + 3xp* +3°
(x —y)* = x*—3x*y + 3xp* —»°
Ejemplo | Efectue los siguientes productos aplicando las formulas de la conclusién :
-JémpP
a) (x+2)° b) (x—1)° c) (2x+y)°

a) (x+2)° = x4+ 3x%(2) + 3x(2*) + (2°)
=x*+6x’+12x+8

b) (x—1)%=x*—3x*(1)+ 3x(1*) — (1°)
=x°—3x*+3x—1

c) (2x +y)* = (2x)° + 3(2xPy + 3(2x)y* + »°
= 8x*+ 12x’y+ 6xy*+»*

Efectue los siguientes productos aplicando las formulas de la conclusion:

a) (x+1)° by (x—2)° c) (x+3)3 d) (x—2y)°

*



Seccién 2: Productos notables

Contenido 8: Producto de binomios con radicales

P [Efectue los siguientes productos: J

a) (/24 /3) b) (V2 —V3f o (V3+v2)(/3—/2)

a) Las formulas de los productos notables se pueden aplicar a los casos particulares de los
numeros reales, el producto (y2 + +/3) se efecttia aplicando la férmula 3:

(V2 + /3 = (/2F +@)(/2)(/3) + (/3 Ja/b =Jab
=2+2/6+3
=5+2/6

b) La férmula 4 permite obtener el resultado de (/2 — /3 )

(V2 =v3f = (y2f — (@2)(V2)(V3) + (3)
=2-2/6+3
=5—2./6

c) Se aplica la formula 5 de los productos notables:

(V3 +v2)(y3 —v2) = (V3] = (v2f

=1

C

Las formulas 3, 4 y 5 de los productos notables funcionan igualmente para los nimeros
reales escritos como productos de binomios cuyos términos son radicales o enteros,
adquiriendo las siguientes formas particulares

(Va+/bY =a+2/ab + b
(Va +Vb)Va—yb)=a—b
(Va +b)Va—b)=a—b’

Efectue los siguientes productos:

a) (V5+/3) b) (V7 —/6) c) (V5 +/3)(V5—+3)
d) (V3 +2F e) (V2 —3f f) (V/5+2)(/5—2)

*



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 9: Racionalizacion del denominador

P Racic;nalice el denominador de la fraccion El conjugado de Ja+ /B es Ja— /B
/3 +./2 El conjugado de va — Vb es va + /b

S

«/5 i \E = (\/_ i 72 )( ‘\? : ?) Se multiplican numerador y denominador por \FB — \/5
_ 2(«/5 — ﬁ Se indican los productos de los numeradores y
(V3 +V2) (/3 —=2) denominadores de las fracciones
2)(/3) —(2)y/2 Se aplica la propiedad distributiva en el producto
= (ﬁ)z — (ﬁ)z indicado del numerador y la férmula 5 en el producto
indicado del denominador
_2/3-2y2
- 3—-2
_ 2f 242
=2/3 - zﬁ

Si el denominador de una fraccion es un binomio formado por la suma o diferencia de las
raices cuadradas de enteros positivos, su racionalizacion se lleva acabo en los siguientes
pasos:

1. Se multiplica el numerador y denominador de la fraccion por el conjugado del denominador.

2. Se aplica la propiedad distributiva en el producto indicado del numerador y la formula 5
en el producto indicado del denominador.

3. Se efectuan las operaciones indicadas y se simplifica la fraccion resultante.

EjemP/o Racionalice el denominador de la fraccién —\fS E 73

2 (2 \/5+/3\_ 2(/5+/3) _2(/5+,3) _2(/5+/3) _
wrn B al ey = iy = ey S S s

t

Racionalice el denominador de las siguientes fracciones:

1 1
RACE] " B2 R
3 /2 /2
R © 5+ " Vs- 2

*



Seccién 2: Productos notables

Contenido 10: Comprobemos lo aprendido 3

t

1. Efectue los siguientes productos usando la férmula 3:

a) (V2+5F b) (V5 +6) c) (2/3+1) d) (4v2+y3f

2. Efectue los siguientes productos utilizando la férmula 4:

a) (V3 —v2f b) (/5 —3) c) (3V2—1) d (2v2—/3)

3. Efectue los siguientes productos usando la formula 5:

a) (V7 +v2)(V7 —2) b) (v3+1)(3—1)
o) (V11 +2)(V11—2) d) (25 +3)(2v5 —3)

4. Racionalice el denominador de las siguientes fracciones:

1 2 2 5
A o+ 2 ) B-2 ) T R

2 /3 V2 — 1 J3+2
TR " B-7a 9P o " s —3



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Seccidén 3: Factorizacién
Contenido 1: Factorizacion de polinomios

P Factorice el siguiente polinomio aplicando la propiedad distributiva:

3x + 6

S

Para factorizar la expresion, se representa cada termino del polinomio en forma de multiplicacion.

3x=3:-x y 6=(3)(2).
Recuerde: Propiedad distributiva

a(b + ¢) = ab + ac Y
3x +6=3-x+ (3)(2) ab + ac = a(b + ¢) }‘(U’f
= 3(x + 2)

Se aplica la propiedad distributiva:

Por ejemplo, el polinomio 3x + 6 se factoriza como el producto de 3(x + 2); a las expresiones
3y x + 2 del producto se les da el nombre de factores.

C

La factorizacion es el proceso inverso de la multiplicacién de expresiones algebraicas.

Factorizar
3x+6=3(x+2)
Desarrollar
Factorice los siguientes binomios:
a)3x + 9 b) 4x + 12 c)8x + 12
d)2x — 10 e)3x — 30 f) 12x — 15

*



Seccién 3: Factorizacion

Contenido 2: Factor comin monomio

1 1 i 2 2 ng o .
P Factorice el binomio x*+3x. ¢ Qué tienen en comun los monomios x? y 3x?

S

Los términos del binomio x*+ 3x son x? y 3x, cuya Unica descomposicion en factores es
X2=x-x
3x=3x
En ambas expresiones aparece el monomio x y de acuerdo con la propiedad distributiva:
x2+3x =xx+3x

=x(x+3)

C

Un binomio de la forma, Ma—+ Mb, se factoriza asi:
Ma—+ Mb= M(a+b)
M se llama factor comun de Ma y Mb.

/:_J'emp/o Factorice el binomio 2x2—6xy.
2x2 = (2)x-x=2x(x)
6xy = (2)(3)xy=2x(3y)
Luego, se extrae el factor comun y se factoriza el binomio: El factor comun de los
2x2—6xy = 2x(x) —2x(3y) coeficientes es el maximo
— 2x(x—3y) comun divisor de ellos.

Factorice los siguientes binomios:

a) x2+2x b) x2+5x c) x2—4x d) x*—x

e) 3a*—9a f) 2m*—6m g) 15a*—15a h) 3x*+6xy

*



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 3: Factor comun polinomio

P (Factorice el polinomio a(x+1)+b(x+1). )

S

Los factores de a(x+1) y b(x+1) sonay x+1, by x+1, por esa razéon x+1 es el
factor comun.

Luego, haciendo uso de la distributividad se obtiene que Recuerde escribir la

al(x+1)+bx+1)= (x+1)(a+b) expresion x +1 entrc—a

. L . . paréntesis.
siendo esta la factorizacion del polinomio dado. N

C

Las expresiones de la forma a(x+y)+b(x+2y) se pueden factorizar de la siguiente manera:

Se escribe primero el factor comun x+y, multiplicandolo por otro polinomio que es la suma
de los factores que acompafan a x+y:

alx+y)+blx+y)= (x+y)(at+b)

E_jemp/o Factorice el polinomio n(x+2)—(x+2)

Se identifica a x+2 como el factor comun y se multiplica con el binomio formado por los factores
ny —1, luego
n(x+2)—(x+2) = (x+2)(n—1)

t

Factorice los siguientes polinomios:

a) x(n—3)+y(n—3) b) 2(x—1)+y(x—1)
c) x(a—2)—(a—2) d) m(3a+b)—(Ba+b)
e) 3x(a—b)+2(a—b) f) 4x(a+b—2)—5(a+b—2)

*



Seccién 3: Factorizacion

Contenido 4: Diferencia de cuadrados

P (Factorice el binomio x*—4 estableciendo relaciéon con uno de los productos notables. )

S

Se ha visto en un contenido anterior que aplicando la distributividad al producto indicado (x+2)(x—2)
resulta la igualdad
(x+2)(x—2) =x2—22

Esto nos sugiere que para encontrar los factores de x?—4, se extrae las raices cuadradas de
x?y 4, que resultan ser x y 2; luego se forman los binomios x+2 y x—2 y se escriben como el
producto indicado (x+2)(x—2). Asi se tiene

x—4=(x+2)(x—2)

Los factores de la diferencia de cuadrados x*—a? se encuentran extrayendo las raices
cuadradas de x?y a?, formando a continuacién el producto notable (x+a)(x—a), es decir:

x2—a?=(x+a)(x—a)

Si el término en x de la diferencia de cuadrados tiene coeficiente con raiz cuadrada
exacta, se procede similarmente.

Ejemp/o Factorice las siguientes diferencias de cuadrados:

2 L b 2__

a) Se observa que el primer término de x° — 17 b) EIl primer término de 9x2—4 es el cuadrado de
es el cuadrado de x y el segundo término es el 3x y el segundo término es el cuadrado de 2,

1 )
cuadrado de R entonces: entonces:

’ 1 9x?—4 = (3x)>—22
YT =X T (7) =(3x+2)(3x—2)

e+

Factorice las siguientes diferencias de cuadrados:
2 2 2 __ 1_
a) x*2—9 b) x2—16 c) X 9

d) x? _11—6 e) 4x2—9 f) 9x2—25

#



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 5: Comprobemos lo aprendido 4

t

1.

Factorice en cada caso extrayendo factor comin monomio.
a) m?+mn b) a®—ab c) 2ax—3ay d) 4ax+2a

e) ax+bx+tcx f) ab-+4a? b? g) 8azb—4b? h) 3x*—12xy+6y

Factorice utilizando factor comun polinomio.
a) x(a+b)+y(a+b) b) a(n+2)+(n+2) c) x(a+1)—(a+1)
d) x(a+5)—3(a+5) e) 2x(n—1)+3y(n—1) f) 4da(x+y)—5b(x+y)
Factorice cada una de las siguientes diferencias de cuadrados:
a) x*—36 b) x2—100 o) x*— %
d) x*— 2 e) 4x2—25
16 f) 9x2—49



Seccién 3: Factorizacion

Contenido 6: Trinomio cuadrado perfecto

P

Factorice el polinomio x2 + 2x + 1 aplicando la idea de producto notable.

S

Un producto notable de la forma (x + a)? se desarrolla:

(x + a)>= x*+ 2ax + a?

En el polinomio x? + 2x + 1, se observa que:

Los términos x? y 1 son cuadrados perfectos, es decir sus raices cuadradas son x y 1.
El termino 2x es el doble del producto (x)(1), es decir (2)(x)(1).

Entonces:
X2+ 2x+1=x2+ 2)(1)x + 12=(x + 1)?

Para comprobar que un trinomio es cuadrado perfecto, primero se debe ver que este
tenga dos cuadrados perfectos, y que el otro término sea mas o menos el doble del producto
de las raices cuadradas de estos.

Se factoriza como el cuadrado de un binomio formado por la suma o diferencia de las raices
cuadradas de los cuadrados perfectos, de acuerdo con el signo del segundo término:

x2+ 2ax + a2 = (x + a)?
x2— 2ax + a?>= (x — a)?

II:/'emPIO Factorice el polinomio x* — 6x + 9.

—6x = (2)(—3)x, 9 = (—3)?
Como el segundo término es negativo, entonces:
x2—6x+ 9 = (x — 3)2

Factorice los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

a) x>+ 10x + 25 b) x* + 14x + 49 c) x*+ 18x + 81

d) x* — 8x + 16 e) x* — 12x + 36 f) x*— 16x + 64

*



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 7: Trinomio de la forma x? + bx + ¢ (1)

P Factorice el polinomio x2 + 3x + 2 aplicando la idea de producto notable. j

S

Un producto notable de la forma (x + p)(x + q) se desarrolla:
(x+p)x+4q =x2+ P+ q@x + pg
Sumadepyq Productodepyq

Para factorizar el trinomio x?> + 3x + 2 se buscan dos nimeros cuya suma sea +3y producto +2.

Las posibilidades se presentan en la siguiente tabla:

Pareja Producto Suma
1y2 (1(2) =2 1+2=3
—1y —2 (—1)(—2)=2|—1—2=-3

Porlo tanto, p = 2, ¢ = 1, entonces x2+ 3x + 2 = (x + 2)(x + 1)

C

La factorizacion del trinomio x2+ bx+c es el producto indicado

(x+p)(x+q),dondep+qg=>by pqg= c.

t

Factorice los siguientes polinomios:

a) x2+5x+6 b) x2+7x+12 c) x2+8x+15

d) y*+9y+18 e) ¥y*+9y+14 f) x*+7x+10

*



Contenido 8: Trinomio de la forma x>+ bx-+c (2)

Seccién 3: Factorizacion

P (Factorice el polinomio x*>—7x+ 12 siguiendo la pauta de la conclusién en el contenido anterior. )

S

En este caso, el coeficiente de x es el nUmero negativo —7. Por ello, se buscan dos numeros
cuyo producto sea +12 y cuya suma sea —7. Como la suma es un numero negativo y el
producto es un positivo, entonces ambos numeros deben ser negativos. Las posibilidades
aparecen en la tabla siguiente:

Pareja Producto | Suma
—1y —12 12 —13
—2y—6 12 —8
—3y—4 12 —7

Puede efectuar el
producto indicado
(x—3)(x—4) para
comprobar que
la factorizacion
encontrada es

correcta.

Entonces, los numeros que cumplen con la condicion son los de la ultima fila, —3 y—4. Luego,
x2—7x+12=[x+(—=3)][x+(—4)]
=(x—3)(x—4)

C

Para factorizar el trinomio x2+bx+c con b<0 y ¢>0 se puede expresar como el producto de
dos binomios que tienen a x como término comun, y para encontrar las constantes o términos
independientes se buscan dos nlimeros negativos cuyo producto sea +c¢ y cuya suma sea —b.

Si el trinomio es de la forma x?>+bx—c o x2—bx—c con b>0y ¢>0, se buscan dos nimeros,
uno positivo y otro negativo, cuyo producto sea —c y cuya suma sea +b o —b, segun sea el

Ccaso.

Ejemplo | Factorice el polinomio x2—3x—A4.
-jemp P

Se observa que el polinomio dado es un trinomio de la forma x2—bx—c, por lo tanto se buscan dos
numeros cuyo producto sea —4 y cuya suma sea —3. Como el producto es negativo y la suma es
negativa, entonces uno de ellos debe ser positivo y el otro negativo. Las posibilidades aparecen en la

siguiente tabla:

Entonces, los numeros que cumplen la condicién son 1

Pareja Producto @ Suma
y —4. Luego,
—1y4 —4 3
“2y2 —4 0 x2—3x—4=(x+1)[x+(—4)]
IR e = (x+1)(x—2)
E Factorice los siguientes trinomios:
a) x2—6x+8 b) x2—11x+18 c) x2+x—6
d) x2+2x—15 e) x2—x—12 f) x2—5x—14



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 9: Trinomio de la forma ax®+bx+c (1)

P (Factorice el trinomio 2x2+7x+3. )

Para factorizar el trinomio 2x2+7x+3 se siguen los siguientes pasos:

1. Sedescomponen en factores el coeficiente del término cuadraticoy el término independiente.

2x2+7x+3

2. Se colocan en forma vertical, los factores obtenidos, se multiplican en cruz, se suman estos
productos y se comprueba si el nimero obtenido es igual al coeficiente del término lineal del
trinomio. Si eso no ocurre, se cambian de posicién los factores hasta obtener el resultado.

2x2+7x+3 2x2+7x+3

............

3. Se forman los binomios 2x+1 y x-+3 a partir de los niumeros que estan en forma horizontal.

Por lo tanto,
2x2+7x+3=02x+1)(x+3)

C

Para factorizar el trinomio de la forma ax?+ bx ¢, con a >1 se realizan los siguientes pasos:

1. Se descomponen en factores a y c.
2. Se colocan los factores de a y ¢ en dos columnas.

3. Se multiplican en cruz los factores encontrados y se suman los dos productos obtenidos. Si el resultado
es igual a b, los coeficientes de los factores seran los nimeros que estan de forma horizontal.

4. Se escribe la factorizacién con los factores del paso anterior.

Ejemplo | Factorice el trinomio 3x2+7x+2.

x2+7x—|-2 Se forman los binomios 3x+1 y x+2 a partir de los nimeros
1 —_— 1 que estan de forma horizontal. Por lo tanto,
1 2 —6 3x2+7x+2=0G8x+1)(x+2)
7

Factorice cada uno de los siguientes trinomios:

a) 3x2+8x+5 b) 7x2+10x+3 c) 4x2+5x+1

d) 2x2+7x+6 e) 3x2+8x+4 f) 6x2+11x+3

*



Seccién 3: Factorizacion

Contenido 10: Trinomio de la forma ax?+bx+c (2)

P (Factorice el polinomio 2x?>—5x+ 3. )

S

2x?—5x+3 Se descomponen en factores el coeficiente del término

1 1 de segundo grado 2 y el término independiente 3; se

2 —3——3 colocan estos en forma vertical y se multiplican en

>< ) + cruz, luego se suman estos productos. Se comprueba

1 —1 = -2 si el numero obtenido es igual a —5, el coeficiente del
—5 término de primer grado.

Por lo tanto, 2x2—5x+3 = (2x—3) (x—1)

C

Para factorizar el trinomio ax*—bx+c con b>0 y ¢>0, se descomponen en factores a y
¢, procurando que los factores de ¢ sean negativos, se colocan en forma vertical los nimeros
obtenidos, se multiplican en cruz y se suman los productos. El resultado debe ser igual a —b.

Eje”'f’/o Factorice el trinomio 2x?—x—3.

Se descomponen en factores los coeficientes del término de segundo

2x?2—x —3 grado 2 y el término independiente —3; se colocan estos en columna y se
M } multiplican en cruz, luego se suman estos productos:
2 —3— -3
>< )+ @+ (1(—3)=2—-3=—1
1 +1— +2

El numero obtenido, —1, es igual al coeficiente del término de primer grado —x.

—1

Por lo tanto, 2x2—x—3=(2x—3)(x+1).

E Factorice cada uno de los siguientes trinomios:

a) 2x2—3x+1 b) 2x2—5x+2 c) 3x?+x—2

d) 3x2+2x—5 e) 5x2—2x—3 f) 6x2—x—2



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 11: Comprobemos lo aprendido 5

t

Factorice los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

a) x2t+4x+4 b) x2+12x+36

d) x2—6x+9 e) x2—10x+25

Factorice los siguientes trinomios de la forma x2+bx+c:

a) x2+9x+20 b) x2+10x+24

d) x2—10x+21 e) x2+4x—12

c) x2+20x+100

f) x2—14x+49

c) x2—11x+28

f) x?—3x—28

Factorice cada uno de los siguientes trinomios de la forma ax?+ bx+c:

a) 5x2+7x+2 b) 7x2+15x+2

d) 2x*—9x—+7 e) 4x*+x—3

Factorice los siguientes polinomios:

a) 6x>—24 b) 3x>—48

d) 3ax?+15ax-+18a e) 2nx?—2nx—24n

c) 3x2—10x+7

f) 7x*—2x—5

c) 2ax?*+12ax+18a

f) Bax?+21ax+9a



Seccién 3: Factorizacion

ld
Desa f 10 Combinacién de casos de factorizacion
P rDescomponga los siguientes polinomios en factores de primer Q )
grado y constantes, en cada uno es posible usar mas de un caso de 2 0

factorizacion. Se sugiere iniciar con la aplicacién de factor comun.

a) 5x2—20 40

b) —2x?y+8xy—8y a
kc) 3x?—6x—9 (L )J

a) 5x2—20=>5(x2—4) Se extrae el factor comun 5 de los dos

términos.
=5(x+2)(x—2)
Luego, 5x2—20 =5(x+2)(x—2)
b) —2x2y+8xy—8y = —2y(x2—4x+4) Se extrae el factor comun —2y de los

) ( 2)2 términos del trinomio.
= —2y\x—

Luego, —2x2y+8xy—8y = —2y(x—2)?

c) 3x2—6x—9=3(x2—2x—3) Se extrae el factor comun 3 de los
3(c—3)(x+1) términos del trinomio.
=3(x—3)x

Luego, 3x2—6x—9 =3(x—3)(x+1)

Para descomponer en factores constantes y de primer grado un polinomio que requiere
de varios casos de factorizacion se aplican los siguientes pasos:

1. Se investiga si tiene algun factor comun monomio, de ser asi, se expresa el polinomio
como un producto del factor comun por otro polinomio.

2. Se factoriza este ultimo polinomio utilizando los casos estudiados.

3. Elproducto indicado de todos los factores encontrados es la factorizacién del polinomio
dado.

E Descomponga en factores de primer grado y constantes los siguientes polinomios:

a) 2x>—18 b) 3x—12

c) 2m?n—8mn-+8n d) 3x?+9x+6

*



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

D@SCIin Suma o diferencia de cubos

P a) Efectie el producto (x + y)(x* — xy + y°)para verificar que es igual a x°* + y°.
b) Efectue el producto (x — y)(x* + xy + y°)para verificar que es igual a x> — y°.

a) (x+y)x®—xy+y) =x—xy+y)+yx’—xy+y)
=x'—x’y+xy"+ x’y —x3y* +°
— x3 _|_y3
Por tanto, (x + y)(x*— xy + %) =x*+3°.

b) (x—»)(*+xy+3°) =x"+xy+y) —y®+xy+?)
=x*+x’y+xy —x*y—xy*—»°
=x3_y3

En consecuencia, (x — y)(x*+ xy + %) =x*—»°.

C

Productos notables Factorizacion
(x+ )& —xy+y°) =x*+)° X+ =(x+y)x*—xy+y°)
(x =) +xy+y) =x*—)° =3 =(x—p) " +xy+y)

EJ'emP/o Efectue el producto o factorice segun corresponda:

a) x+1)x*—x+1) by x*+38 c) x*—1

a) x+1D)x*—x+1)=x+Dx*—x1)+1]
=x*+1°
=x*+1
b) x*+8=x+2
=(x+2)(x*—2x+ 2
=(x+2)(x*—2x+4)
c) x*—1=x*-—-1°
=x—1Dx*+x+1%
=@—1N*+x+1)

Efectue el producto o factorice segun corresponda:
a) x+2)x*—2x+4) by x*—8 c) x*+27 d) 64x*—y°

*



Unidad

Ecuaciones de Segundo
Grado

Seccion 1 Introduccioén a las ecuaciones de
- segundo grado

Seccion 2 Solucién de ecuaciones de
~ segundo grado

Secciéon 3 Aplicaciones de las ecuaciones
~ de segundo grado




Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Seccidén 1: Introduccion a las ecuaciones de segundo grado
Contenido 1: Ecuaciones de primer grado

P Resuelva las siguientes ecuaciones de primer grado en una variable:
a) 2x+ 3=—5 b) —3x—5=10 c) 3—5=2
a) 2x+3=-—5 b) —3x—5=10
2x=—5—3 Setranspone el +3 —3x=10+5 Setranspone el —5
ZTX _ % Se divide por 2 7;? _ 1_53 Se divide por —3

xXxX=— x=—5
X 5 —
C) 3 =

X —_ 245 Setranspone el —5

%(3) = 7(3) Se multiplica por 3

Para resolver una ecuacion de primer grado en una variable se realizan los siguientes pasos:

1. Si algun término con la variable x aparece en el lado derecho, se transpone al lado
izquierdo; si hay constantes en este se transponen al lado derecho.

2. Se reducen términos semejantes hasta convertir la ecuacion a la forma ax =56 o %x = b.

SYSH

3. Siax=b, se dividen ambos lados de la ecuacion, por a obteniendo la solucién x =

k)

Si %x = b, se multiplican ambos lados por a, obteniendo x = a b.

1. Complete los espacios en blanco.

a) 3x+7=13 b) —5x—3=12 ) X _5=3
3x=13—] —5x=12+[ | X —34[]
3x=[] —5x=[_| x _

0 0 e
.)C:T x=_—5 x:D(4)

2. Resuelva las siguientes ecuaciones de primer grado:
a) x+5=6 b) 2x—8=4 c) 3+7=5

ﬂ_



Seccidn 1: Introduccion a las ecuaciones de segundo grado

Contenido 2: Ecuaciones con términos de segundo grado

P Don Pedro quiere cultivar maiz en un terreno cuadrado El area del cuadradoes:

de su propiedad que tiene un area 64 m? Escriba la Area= P2, dondelesla '
ecuacion que representa el area del terreno. longitud del lado del cuadrado.

S .

Sea x la longitud de un lado del cuadrado, que tiene un area de 64 m? '
entonces la ecuacion referida es
x?=64

Si se transpone 64 al lado izquierdo, se obtiene otra expresion de la
ecuacion original:

%N

1

I
B>
=
[}
QO

Il
(o)
ELN
S

N
l
1

x2—64=0 T eee-
C -
Sia >0, la ecuacion x? = a se puede expresar en la forma x*—a =0, que es una ecuacién de
segundo grado o cuadratica.

La forma general de la ecuacién de segundo grado es ax®+bx+c=0; con a=0.

Ejemp/o Identifique las ecuaciones que representan una ecuacion de segundo grado.
a) x2=25 b) x+5=28 c) x2+2x—15=0

Las ecuaciones de los incisos a) y ¢) son de segundo grado, por tener una variable con exponente
dos (elevada al cuadrado). La ecuacion del inciso b) es de primer grado.

t

1. Don René tiene tres terrenos con areas 36m?, 80m? y 20m? para cultivar Unicamente maiz en
el primero, frijoles en el segundo y tomates en el tercero. Escriba una ecuacién que represente
el area de cada terreno.

36m?2 “‘:x == 80 m?2 ==‘:-x = 20m? == I?4x
BT ;
X e
5x
Maiz Frijoles Tomates
2. ldentifique las ecuaciones que son de segundo grado.
a) x*=16 b) x+3=7 c) 4x*—100=0
d) 3x—5=10 e) x2+6x—16=0 f) 12—5x=22

#



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Contenido 3: Soluciones de una ecuacién de segundo grado

P Determine mediante sustitucién cuales de los numeros, —2, —1, y 2 satisfacen cada una
de las siguientes ecuaciones:

a) x2+2x+1=0 b) x2—x—2=0

S

a) Al sustituir —2,—1y 2 en el lado izquierdo de la ecuacién se obtiene:

Para x=—2 Para x = —1 Para x =2
x2+2x+1=(—2)>+2(—2)+1 | x*+2x+1=(—1)2+2(—1)+1 x2+2x+1=(2)>+2(2)+1
=4—4+1 =1—-2+1 =4+4+1
=1=0 =0 =9=0
—2 no satisface a). —1 satisface a). 2 no satisface a).

El unico numero que satisface la ecuacion x?+2x+1=0es —1.

b) Al sustituir —2, —1y 2 en el lado izquierdo de la ecuacién se tiene:

Para x= —2 Parax=—1 Parax =2
w—x—2=(—2—(—2)—2 | x¥*—x—2=(—1)2—(—1)—2 | X¥*—x—2=(2)*—2-2
=4+2-2 =1+1-2 =4—2-2
=40 =0 =0
—2 no satisface b). —1 satisface b). 2 satisface b).

Los numeros —1 y 2 satisfacen la ecuaciéon de segundo grado x*—x—2 =0 porque anulan la
expresion x?—x—2.

C

Un ndamero que al sustituirlo en la expresion ax?+bx+c¢ da cero se llama solucion de la
ecuacion ax*+bx+c=0.

t

Determine mediante sustitucion cuales de los numeros —3,—2, 2 y 3 satisfacen cada una de las
siguientes ecuaciones:

a) x>—9=0 b) 2x2—8=0 c) x>—6x+9=0 d) x2+4x+4=0

*



Seccidn 1: Introduccion a las ecuaciones de segundo grado

Contenido 4: Soluciones de una ecuacién de segundo grado de la forma
ax*—c=0,cona>0y c>0

P Don Pedro tiene un terreno cuadrado con area de 81m? para cultivar frijoles. Determine la
longitud del lado del terreno.

En la figura se representa el terreno con un area de 81m?y con x la longitud
de uno de sus lados, entonces se puede plantear la ecuacion, x*=81. 81m?
m

Para determinar el valor de x se encuentran las dos raices cuadradas de 81, x
es decir, x = +9. ;
Por tanto, como x>0 la longitud del lado del terreno que Don Pedro tiene es 9m. ~--.....-

Para resolver ecuaciones de segundo grado de la forma ax?*—c =0, con a>0y ¢>0:
1. Se transpone el término —c¢ al lado derecho para obtener la ecuacion ax*=c.

2. Se dividen ambos lados de la ecuacién anterior por a, quedando expresada en la forma

c
2 C
X*=.

3. Se resuelve la ecuacion determinando las raices cuadradas x = 4/—2 y x= —4/—2 .

Ejemp/o Resuelva la ecuacién de segundo grado 3x*—48 =0

3x2—48=0
3x2=48 Se transpone —48
x2= % Se divide por 3 ambos lados
x?2=16 Se simplifica
x=+/16 Se extrae raiz cuadrada
x==4

Las soluciones de la ecuacion 3x?>—48 =0sonx =4, x = —4.

1. Luis quiere cercar con alambre un terreno cuadrado que tiene un area de 64m?. Encuentre la
longitud de un lado del terreno.

2. Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado:
a) x2—9=0 b) x2—5=0 c) 2x2—32=0

¢



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Contenido 5: Soluciones de una ecuacién de segundo grado de la forma
(x+p)*=q cong >0

P (Resuelva la ecuacion de segundo grado (x+2)?>=9. )

Se extrae raiz cuadrada en ambos lados de la ecuacioén asi,

x+2=+3
Luego,
x+2=3 x+2=-—3
x=3—2 x=—3-2
x=1 x=-—5
La ecuacion (x+2)2=9 tiene las soluciones x=1, x= —5.

C

Para resolver ecuaciones de segundo grado de la forma (x+p)?=gq, con ¢ >0 se realizan
los siguientes pasos:

1. Se extrae raiz cuadrada a ambos lados de la ecuacion anterior, obteniendo

x+p=Jagyx+p=—/q
2. Se resuelven las ecuaciones anteriores obteniendo las soluciones

x=—p+Jayx=—p—iaq

Ejemplo | Resuelva la ecuacion de segundo grado  (x—1)2—2=0.

(x—1)2=2 Se transpone —2 al lado derecho
(x —1) =42, Se extrae raiz cuadrada
x—1=42, x—1=—y2
x=1+/2, x=1—2 Se transpone —1 al lado derecho

Las soluciones de la ecuacién (x—1)?>—2=0son x=1+/2, x=1—42

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado:

a) (x+1)2=4 b) (x—2)2=9 c) (x+5)2=3

d) (x—3)2—16=0 e) (x+4)2—25=0 f) (x—6)2—5=0

#



Seccidn 1: Introduccion a las ecuaciones de segundo grado

Contenido 6: Comprobemos lo aprendido 1

t

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado:

a) x>—4=0 b) 2x*—50=0

c) 4x?—25=0 d) x*>—8=0

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado

a) (x—1)2=9 b) (x+1)2—4=0

c) (x—3)2=5 d) (x+3)2—15=0

Una cancha de Voleibol tiene un area de 162m? y su largo es el doble de su ancho. Encuentre sus
dimensiones.

4. Una persona, al donar parte de su terreno de forma cuadrada encuentra que su posesion restante es

otro cuadrado de area 49m? y lado 2m menos que el original. ; Cuanto mide un lado del original?



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Seccidén 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Contenido 1: Completacion de cuadrados en polinomios de la forma x?+bx+c

P (Transforme el polinomio x2+6x+10 a la forma (x+p)?+q. )

S

x2+6x+10 = (x2+6<)+10 Se agrupan los términos x? y 6x
| Cuadrado de la mitad de 6 |

_ [xz n 6x+<%>2]—(%>2+ 10 Se suma y resta el cuadrado de la mitad del

AR coeficiente de 6x
suma resta

= (x2+6x+9)—9+10 Se agrupan los términos que forman el trinomio
cuadrado perfecto x2+6x+9

= (x+3)2—9+10 Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto
x?+6x+9
= (x+3)>+1
Recuerde:
Por lo tanto, x>+ 6x+10= (x+3)?+1. x*+2ax+a*= (x+a)?

x2—2ax+a?= (x—a)?

C

Para transformar polinomios del tipo x>+ bx+c¢ a la forma (x+p)?+q:

1. Se agrupan los dos términos del trinomio o binomio que tienen la variable x.

2
2. Se suma a los términos agrupados el cuadrado de la mitad de b, (%) ,

y se resta el mismo numero después del paréntesis.
3. Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto que esta dentro del paréntesis.
4. Se reducen las constantes.

A este proceso se le conoce como completacion de cuadrados.

t

Transforme los siguientes polinomios a la forma (x-+p)?+q utilizando completacion de cuadrados:

a) x2+2x+5 b) x2+10x—7 c) x2—4x—1 d) x*+4x

*



Seccién 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Contenido 2: Completacion de cuadrados en polinomios de la forma
ax?*+bx+c con a>1

cuadrados.

P (Transforme el polinomio 2x2+8x+5 a la forma a(x+p)?+q utilizando completaciéon de )

2x%+ 8x+5=(2x2+8x)+5 Se agrupan los términos 2x?y 8x
=2(x2+ 4J¢|- 5 Se extrae 2 como factor comin de 2x2+8x
| Cuadrado de la mitad de 4 |
A 2 \ 2
= z[xz + 4x + <%> — (%) ] +5 Se suma y resta el cuadrado de la mitad del

— waaunui coeficiente del término 4x
suma resta

=2[x2+4x+22—22]+5
=2[x2+4x+4—4]+5

=2[(x2+4x+4)—4]+5 Se agrupan los tres primeros términos en el
corchete
=2[(x+2)2—4]+5 Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto
~~=2 A x2+4x+4
=2(x+2)2—(2)(4)+5 Se aplica la propiedad distributiva
=2(x+2)*—8+5
=2(x+2)>—3

Por lo tanto, 2x2+8x+5 = 2(x+2)>—3.

C

Para transformar un polinomio ax?+ bx + ¢, con a >1, a la forma a(x+p)?+q:

Se agrupan ax?y bx, los términos de segundo y primer grado (en ese orden).
Se extrae como factor comun de los términos agrupados al nimero a.
Se suma y se resta a los términos agrupados, x?y %x, el cuadrado de la mitad de %.

Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto.
Se aplica la propiedad distributiva en la expresion resultante del paso anterior.
Se efectuan las operaciones indicadas entre nimeros.

2

t

Transforme los siguientes polinomios a la forma a(x+p)?+q utilizando completacion de cuadrados:

a) 2x2+4x+3 b) 3x2+6x+5 Cc) 4x2—8x+7

d) 5x*—10x+6 e) 2x2—8x—9 f) 3x>—12x—8

*



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Contenido 3: Solucion de ecuaciones de segundo grado por completacion de
cuadrados (1)

P (Resuelva la ecuacién de segundo grado x2+4x—5 = 0 utilizando completacién de cuadrados.)

S x*+4x=5

| CL‘l(adrado de la mitad de 4 |

x°+4x + (%)2 - (%)2 = Se suma y resta <%>2 que es el cuadrado de la mitad
suma ‘resta’ del coeficiente del término 4x
Xx2+4x+22—22=5 Se simplifican las fracciones
xX2+4x+4—4=5 Se efectuan las potencias 22
x2+4x+4=5+4 Se transpone el —4 al miembro derecho
x2+4x+4=9 Se efectua la suma indicada 5+4
(x+2)2=9 Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto x2+4x+4
x+2=43 Se extrae raiz cuadrada
x+2=3, x+2=-3 Se separan las dos ecuaciones de primer grado
xX=3—2, x=—3—-2
x=1, x=—5

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién x2+4x—5=0sonx=1, x= —5.

Para resolver una ecuacion de la forma x2+ bx+ ¢ = 0 utilizando completacion de cuadrados:

1. Se transforma la ecuacion x2+ bx +c=0alaforma (x+p)?= q utilizando completacién de cuadrados.

2. Se resuelve la ecuacién obtenida en 1. extrayendo primero raiz cuadrada a ambos lados y luego
transponiendo p al lado derecho de cada una de las ecuaciones de primer grado resultantes.

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado por completacién de cuadrados:

a) x*+2x—8=0 b) x2+4x—12=0

c) x2—8x+15=0 d x*—2x—1=0

*



Seccién 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Contenido 4: Solucién de ecuaciones de segundo grado por completacion
de cuadrados (2)

P (Resuelva la ecuacion de segundo grado 2x*+4x—6 = 0 por completacién de cuadrados. )

S

Se dividen ambos lados de la ecuacién por 2, el coeficiente de x2, %xz-l— %x— % =0, luego

resulta x2+2x—3=0.

Se resuelve la ecuacién anterior utilizando completacién de cuadrados.

x?+2x—3=0
x*+2x=3
[x2 + 2x + (%)2] — (%)2 =3 Se suma y resta (%)2
(x2+2x+12)—12=3 Se simplifican las fracciones

x2+2x+1= 3+1

(x+1)2=4 Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto x2+2x+1
xXx+1=+42 Se extrae raiz cuadrada
x+1=2, xX+1=-—2 Se separan las dos ecuaciones de primer grado
x=2—1, x=—2—1
x=1, x=-—3

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién 2x2+4x—6=0sonx=1, x=—3.

C

Para resolver una ecuacién de la forma ax?>+bx+c =0, con a>1, se dividen ambos lados
por a y se resuelve la ecuacion resultante por completacion de cuadrados.

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado por completacién de cuadrados:

a) 2x*+8x—10=0 b) 3x2+12x—36=0

c) 2x>*—28x—30=0 d) 5x*—10x—15=0

#



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

DBSCIffO Solucion de ecuaciones de segundo grado por
completacion de cuadrados (3)

P (Resuelva la ecuacién de segundo grado 4x>+8x—1=0 por completacién de cuadrados.)

S

4x*+8x—1=0
x>+ 2x — % =0 Se divide ambos lados de la ecuacién por 4
x’+2x = % Se transpone el término independiente al lado
derecho de la ecuacion
2 2y _(2y_ 1 Ui
x°+ 2x + 2 2) =12 Se suma y se resta en el lado izquierdo de la

ecuacion el cuadrado de la mitad del coeficiente
del término 2x

X211 =1
Xt+2x+1-1=1%
x*+2x+1= 17 + 1 Se transpone el término — 1 al miembro derecho de
la ecuacion
X+2at1=2
(x+ 1) = % Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto
x+1= 5 x+1= _\/E Se extrae raiz cuadrada y se separa en 2
4> 4 ecuaciones de primer grado
x + 1 =§, x+1 =—§

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado por completacién de cuadrados:

a) 2x2+8x—3=0 b) 3x2+12x—1=0

$



Seccién 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Contenido 5: Solucién de ecuaciones de segundo grado, utilizando la
férmula general

Formula General:
Para resolver una ecuacion de segundo grado de la forma ax?*+bx+c=0 con a#0, se puede

utilizar la férmula: o — b+ /B — 4ac
2a

Aesta formula se le conoce como férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado.
Para encontrar las soluciones de una ecuacion de segundo grado se sustituyen los valores de a,b
y ¢, en la férmula general.

I::,'emplo Resuelva la ecuacion x2+5x+5 = 0 utilizando la formula general:

De laecuacibn a=1, b=5 y ¢ =15, sustituyendo estos valores en la férmula general,
_ —5+/(5)—@)(1)(5) _ —5+4/25—20 _—5+,5
Y- @)(1) - 2 T2

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién x2+5x+5=0 son:
x= —5;—«/5, x= —52—*/5—

E Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando férmula general:
a) x*—5x+5=0 b) x*+7x+2=0
c) 2x*—5x+1=0 d) 3x*—6x+2=0

Observacion
Se puede resolver la ecuacién en el ejemplo utilizando completacion de cuadrados.

x*+5x+5=0
e (8]]-(3) +s=c
v +5x+ 22| -2 +5=0
|l +5x+22| -5 =0
(r+ 330
-5
X + % = iTS
x==5:75
x= 98
Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién x2+ 5x+5=0 son: ¢ Cual manera es mas

facil, férmula general ‘ﬁ;‘
_—5+v6 _ _ —5—y5 o completacion de
Y= o *T T2

cuadrados? & A

#




Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Desafio

Férmula general de una ecuacion de segundo grado

? Dada la ecuacién de segundo grado ax?*+bx+c =0 con a#0, demuestre que sus

—-b+/b*—4ac
2a :

soluciones estan dadas por la féormula x =

DWWVW

Se transpone el término independiente, obteniendo:

ax’*+bx= —c,
y luego, se divide por a ambos lados de la ecuacién para obtener:

o b _ _c
x-|—ax a

Se completa cuadrado en x* + %x. Para ello, se le suma a esta expresion la constante:

Gy (LY
(7) - (2(1) :
sin embargo, para no alterar la igualdad se debe sumar también esta constante al lado
derecho, resultando:

R Y
et (gg) = g6

2+2x+(2l;>2 — b’ Zalzl-ac

Observe que el lado izquierdo es un trinomio cuadrado perfecto, asi que:

b ¥ _ b"—4ac
(x + 2a> T 4a’
Se extrae raiz cuadrada a ambos lados de la ecuacién anterior y resulta:

b _ b>— 4ac _ , Vb — dac

Se despeja la variable:

b Vb®—4ac _ —bx/b®—4ac

X="9q % 2a - 2a

Por tanto, las soluciones de la ecuaciéon ax*+ bx+c=0 estan determinadas por la formula

_—bxyb’— 4ac
o 2a

*



Seccién 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Contenido 6: Solucion de ecuaciones de segundo grado por factorizacion (1)

P Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando factorizacion:
a) (x+2)(x—3)=0 b) x*+3x+2=0

a) Se observa que en la ecuacion (x+2)(x—3) =0 el lado izquierdo esta Para numeros reales

factorizado, luego se siguen los siguientes pasos: cualesquiera a,b se

x+2=0, x—3=0 Se iguala a cero cada factor cumple que:
x=—2, x=3 Se resuelven las dos ecuaciones de . ab =‘0
primer grado siy solo si
Por tanto, las soluciones de (x+2)(x—3)=0sonx= —2, x =3. a=00b=0

b) En este caso el lado izquierdo de la ecuacién x2+ 3x+2 = 0 no esta factorizado, luego

x2+3x+2=0
(x+2)(x+1)=0 Se factoriza x2+3x+2
x+2=0, x+1=0 Seiguala a cero cada factor

xX=—2, x = —1 Se resuelven las dos ecuaciones de primer grado
Por tanto, las soluciones de x2>+3x+2=0sonx=—2, x= —1.

Para resolver ecuaciones de la forma x2+ (a+b)x+ab = 0 se realizan los siguientes pasos:
1. Se factoriza el lado izquierdo de la ecuacién: (x+a)(x+b)=0.

2. Se iguala a cero cada factor: x+a =0, x+b =0.

3. Se resuelven las ecuaciones de primer grado: x = —a, x = —b.

t

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando factorizacién:

a) (x—2)(x+3)=0 b) (x—5)(x—3)=0
c) x2+4x—5=0 d x2+4x—12=0
e) x*—14x—15=0 f) x2—2x—3=0

#



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Contenido 7: Solucion de ecuaciones de segundo grado por factorizacion (2)

P Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando factorizacion:

a) x*+2x=0 b) x*+2x+1=0
a) x*+2x=0 En las ecuaciones de
2 —N-
x(x+2)=0 la forma x2+bx =0;
x = 0 siempre es
x=0, x+2=0 solucién.

x=0 x=-2

b) x2+2x+1=0 .
Las ecuaciones de la

(x+1)2=0 forma x*+2ax+a*=0, 1.
x>—2ax+a?>=0 tienen f .
x+1=0 . |
la solucién Unicax=—a, =
x=—1 X =a respectivamente.

Se observa que x2+2x + 1 =0 tiene una Unica solucién.

C

Para resolver ecuaciones de la forma ax?+bx =0:

1. Se factoriza el lado izquierdo de la ecuacion utilizando factor comin monomio resultando la
ecuacion x(ax+b)=0.

2. Seiguala a cero cada factor: x =0, ax+b=0

3. Se resuelve la segunda ecuacién de primer grado, ya que la primera esta resuelta.

Para resolver ecuaciones de la forma x?>+2ax+a?=0:

1. Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto del lado izquierdo de la ecuacion obteniendo
(x+a)2=0.
2. Se extrae raiz cuadrada a ambos lados de la ecuacién resultando x+a = 0.

3. Se resuelve la ecuacién de primer grado transponiendo a al lado derecho de donde se obtiene la
soluciéon x= —a.

t

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando factorizacién:

a) x*+5x=0 b) x*2—3x=0 C) 2x*—6x=0

d) x*+4x+4=0 e) x*+6x+9=0 f) x2—8x+16=0

*



Seccién 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Contenido 8: Comprobemos lo aprendido 2

t

1. Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado por completacion de cuadrados:

a) x2+8x—20=0 b) x2—4x+2=0

c) 3x*+18x—21=0 d) 2x2—20+46=0

2. Resuelva las siguientes ecuaciones utilizando la formula general:

a) 3x*+5x+2=0 b) 2x*+x—1=0

c) 4x?—6x+1=0 d 2x?—2x—1=0

3. Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado por factorizacion, si es necesario:

a) (x+2)(x+8)=0 b) (x—5)(x+9)=0
c) x?>—6x+5=0 d x2—2x—24=0
e) x2>+7x=0 f) 3x2—12x=0

g) x*+10x+25=0 h) x*—12x+36=0



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Seccién 3: Aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado

Contenido 1: Naturaleza de las soluciones de una ecuacion de segundo grado

P

segundo grado.

a) x2+4x—1=0

b)

xX2+4x+4=0

Determine cuantas soluciones en los numeros reales tienen las siguientes ecuaciones de

c) x2+4x+5=0

Se sustituyen en la formula general los valores respectivos de a, b y ¢ de cada una de las

ecuaciones anteriores:

a) Enx*+4x—1=0,
a=1,b=4,¢c=—1

L= ARV @)= 1)
@)(1)

b) Enx*+4x+4=0,
a=1,b=4,c=4

—4+ /8~ @A)

(2)(1)

¢) Enx?*+4x+5=0,
a=1,b=4,c=5

_ —4x/4 — @)(1)(5)

(2)(1)

:—4iw/216+4  —4+/16—16 —4+/16 — 20
- 2 - 2
_ —4=xy20 _ —4+40 —4+/—4
2 -T2 - 2
_ —4+2/5 =—2
= 2
=—2+/5

La ecuacioén no tiene
solucion en los niumeros
reales por que v—4no es
un numero real.

La ecuacion tiene una
solucion en los nimeros
reales: —2.

La ecuacion dada tiene dos
soluciones diferentes en los
nimeros reales: —2 + /5 y

—2—5.

En conclusion, las ecuaciones de segundo grado pueden tener dos soluciones reales distintas,
una solucion real o ninguna solucién en los numeros reales.

C

El hecho de que la ecuacién ax?*+bx +c=0 tenga dos soluciones distintas, una Unica
solucién o ninguna solucién real depende de la cantidad D = b>—4ac, llamada discriminante,
que aparece en el radical de la formula general

Discriminante

— 2 _
b+yb®—4ac —— |

X = 2a

1. Si D es positivo, la ecuacion de segundo grado tiene dos soluciones distintas en los

numeros reales.
2. Si D=0, la ecuacién de segundo grado tiene una solucion en los numeros reales.

3. Si D es negativo, la ecuacion de segundo grado no tiene solucién en los nimeros
reales, debido a que la raiz cuadrada de niumeros negativos no es un numero real.

*



Seccidn 3: Aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado

E_jemp/o Utilice el valor del discriminante para saber el numero de soluciones de las siguientes
ecuaciones de segundo grado en los numeros reales.

a) 2x2+5x+3=0 b) x2—6x+9=0 c) 3x?+2x+1=0

Se sustituye en la expresiéon D= b*>*—4ac de la férmula general los valores a, b y ¢ de cada

ecuacion.

a) 2x2+5x+3=0 b) x>—6x+9=0 c) 3x2+2x+1=0
a=2,b=5c=3 a=1,b=—6,c=9 a=3,b=2c=1
D=5—(4)(2)(3) D= (—6)2—(4)(1)(9) D=22—(4)(3)(1)

=25—24 =36—36 =4—12

Como D=1>0,la Como D=0, la ecuacion Como D= —8<0 la

ecuacion tiene dos tiene una solucion en los ecuacion no tiene solucion

soluciones distintas numeros reales. en los numeros reales.
en los numeros

reales.

Utilice el valor del discriminante para saber el numero de soluciones de las siguientes ecuaciones
de segundo grado en los numeros reales:

a) x2+3x—5=0 b) x?4+2x+1=0 c) x*+3x+5=0

d) 2x*+3x—2=0 ) 4xz+ 12x+9=0 f) 3x2—2x+4=0



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Contenido 2: Construcciéon de una ecuacion de segundo grado de la forma
x2+bx+c =0, a partir de sus soluciones

P ( Determine la ecuacion de segundo grado x? + bx + ¢ = 0 cuyas soluciones son x =2, x = 3.)

La ecuacién de segundo grado cuyas soluciones son 2y 3, se obtiene de la siguiente manera:

1. Se iguala cada solucion de la ecuacién de segundo grado a la variable x: x =2, x =3.
2. Se transponen los numeros 2 y 3 al lado izquierdo: x—2=0, x—3=0.
3. Se multiplican lado a lado ambas ecuaciones:
(x—2)(x—3)=0
4. Se efectua el producto del lado izquierdo:
x*+(—2—-3)x+(—2)(—=3)=0
x2—5x+6=0

Por lo tanto, la ecuacién buscada es x>—5x+6=0.

C

Dados los numeros p y q se puede obtener la ecuacion de segundo grado x*>+bx+c=0y las
siguientes relaciones entre los coeficientes de estas y los numeros dados:

pFrqgq=-—b
Dpg=c
En palabras:
La suma de los nimeros p y q es igual a — b, el opuesto del coeficiente de x.
El producto de p y g es igual al término constante c.
Es claro que la ecuaciéon x>+ bx+c = 0 queda determinada cuando se conocen sus raices.

Ejemf,[o Determine la ecuacién de segundo grado x*+bx+c =0 cuyas soluciones son:
x=2+/3, x=2—3.

Se aplica la conclusién anterior y se encuentra que (2 + v3) + (2 — +/3) = 4, siendo 4 el opuesto
de b= —4.
Se efectua ahora el producto de los dos numeros dados

2+/3)2—/3)=4—-3=1

Se observa que ¢ = 1. Por lo tanto, la ecuacion buscada es x?*—4x+1=0.

Determine la ecuacién de segundo grado x?>+ bx-+c = 0 cuyas soluciones son:

a) x=3, x=4 b) x=4,x=-5 c) x=-3,x=-—5

d) x=75,x=3 © x=1+y2,x=1-y2 ) x=—1+/2,x=—1-,2

*



Seccidn 3: Aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado

Contenido 3: Comprobemos lo aprendido 3

t

1.

Determine el numero de soluciones de las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando
exclusivamente el criterio del discriminante:

a) x*+3x—10=0 b) x*>—4x+4=0 c) x*+3x+7=0

d) 9x2+6x+1=0 e) 5x2—3x+1=0 f) 3x2—4x—1=0

Determine la ecuacién de segundo grado x>+ bx+c = 0 cuyas soluciones son:

a) x=2,x=5 b) x=3,x=—-2 c) x=—1,x=—4

d)x=1§,x=1 e) x=1+y3, x=1-43 fl x=—1+y3, x=—1-3



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Contenido 4: Aplicacion de las ecuaciones de segundo grado (1)

La casa de Dofa Maria tiene una sala rectangular cuya area es 32m? y su largo excede al
ancho en 4m. ;Cuales son sus dimensiones?

S

Sea x el largo de la sala, que obviamente es un numero positivo.

Como el largo excede en 4m al ancho, este se representa - ' L,
por x—4, como se sugiere en la figura de la derecha. )

Utilizando la férmula ;

Area del rectangulo= (largo) X (ancho) n ! -
y el valor dado del area se obtiene la ecuacion T -
x(x—4)=232 x
que aplicando la propiedad distributiva en el lado izquierdo de la ecuacién se transforma en
x?—4x=32
Se transpone 32 al lado izquierdo
x?—4x—32=0
Se factoriza el trinomio x>—4x—32
(x—8)(x+4)=0
Entonces
x—8=0, x+4=0
xX=28, x=—4
Como x representa el largo y este debe ser un numero positivo, entonces x =8, por lo tanto el
anchodelasalaesx—4=8—4=4.
Luego, las dimensiones de la sala de dofia Maria son: 8m de largo y 4m de ancho.

a) Alicia desea construir en el patio de su casa una piscina cuyo largo exceda a su ancho en 7m,
y el area sea 60m?.; Cuales deben ser las dimensiones de la piscina?

b) Calcule las dimensiones de un terreno rectangular, si se sabe que este tiene 5m mas de largo
que de ancho y un area de 84 m>.

c) La base de un rectangulo mide 5cm mas que su altura. Si se disminuye su altura en 2cm, el
rectangulo obtenido tiene un area de 60 cm?. Calcule los lados del rectangulo original.

$



Seccion 3: Aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado

Contenido 5: Aplicacién de las ecuaciones de segundo grado (2)

Ejem:”lol Un numero entero positivo es el triple de otro y la diferencia de sus cuadrados es 72.
¢, Cuales son los numeros?

Sea x uno de los numeros, entonces su cuadrado es x?; el otro nUmero es 3x y como es un
entero positivo, x debe ser positivo.

Dado que la diferencia de sus cuadrados es igual a 72, podemos plantear la ecuacion de segundo
grado siguiente:

(3x)2—x2=72
Ix?—x2=72
8x?=72
x =12
8
x?=9
xX==%3

Como los numeros buscados son enteros y positivos entonces el nUmero menor es 3, y el otro es
(3)(3) =9. Por lo tanto, los nimeros son 3y 9.

Se observa que se ha descartado el valor —3 para x por que se esta tratando con enteros
positivos.

El a) Un numero entero positivo es el doble de otro y la diferencia de sus cuadrados es 48. ;Cual
es este numero?

b) Halle dos numeros enteros consecutivos tales que la suma de sus cuadrados sea 145.

Dentro de 11 afnos la edad de Pedro sera la mitad del cuadrado de la edad que tenia

EJem’p/o ‘ hace 13 aros. Calcule la edad actual de Pedro.
Si x es la edad actual de Pedro, dentro de 11 afios su edad sera x+ 11 y hace 13 afos tenia x—13.
Entonces
_ 2

(x+11)(2) = (x—13)?
2x+22 = x?—26x+169
x2—26x—2x+169—22=0
x*—28x+147=0
(x—21)(x—7)=0
x—21=0, x—7=0
x=21, x=7

Por las condiciones del problema, x=7 no es solucién. Por lo tanto, la edad de Pedro es 21 aiios.

Ez a) La suma de dos numeros positivos es 10 y la suma de sus cuadrados es 58. Halle ambos
numeros.

b) Si al cuadrado de la edad de una persona se le resta el triple de la misma, se obtiene nueve
veces su edad. ¢ Cuantos afos tiene la persona?

#



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

DBSCIflO Mas aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado

t

b)

d)

f)

g)

h)

Si duplicamos el lado de un cuadrado, su area aumenta en 147cm?. ; Cuanto mide el
lado del cuadrado?

Un terreno rectangular ocupa 128 m?. Calcule sus dimensiones sabiendo que un lado es
el doble del otro.

El largo de una sala rectangular es tres metros mayor que el ancho. 4 Cual debe ser la
longitud del ancho para que su area sea 40m??

¢, Qué numero multiplicado por tres es 40 unidades menor que su cuadrado?

Si al cuadrado de un numero se le resta su triple, se obtiene como resultado 130. ;,Cual
es el numero?

Encuentre un numero tal que dos veces su cuadrado exceda al propio numero en 45.

Un triangulo tiene un area de 24cm?. Si la altura mide 2cm mas que la base, ¢cuanto
mide la altura?

Si al cuadrado de un numero se le suma su cuadruple, se obtiene como resultado 32.
¢, Cuales son los numeros?
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Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Seccién 1: Introduccion a las funciones de segundo grado

Contenido 1: Cuadrantes del plano cartesiano

P rDados los puntos A, B, C y D en el plano cartesiano, >
determine sus coordenadas e indique el signo que 5
toma cada una de ellas.
2
:

Recuerde que: o

Un punto P del plano tiene B
coordenadas (x, ). A x se le llama
abscisa y a y se le llama ordenada. G, -

Las coordenadas del punto A son (3, 5). Ambas coordenadas son positivas.

Las coordenadas del punto B son (—1, 2). Su abscisa —1 es negativa y su ordenada 2 es positiva.
Las coordenadas del punto C son (—4, —4). Ambas coordenadas son negativas.

Las coordenadas del punto D son (3, —5). Su abscisa 3 es positiva y su ordenada —5 es negativa.

El plano cartesiano esta dividido en cuatro cuadrantes contados en

sentido antihorario a como se muestra en la figura de la derecha. ¥
Todo punto que se ubique en el:
Il Cuadrante | Cuadrante

v" | Cuadrante tiene abscisa y ordenada positiva.
v |l Cuadrante tiene abscisa negativa y ordenada positiva. < 5 >

o q o X
v~ Il Cuadrante tiene abscisa y ordenada negativa.
v' IV Cuadrante tiene abscisa positiva y ordenada negativa. AEHECIEnlS | N/ OB

Los puntos sobre los ejes x y ¥ no se incluyen en ningun cuadrante. \J

Ejemlp/o Determine el cuadrante en el que se ubica cada uno de los siguientes puntos:

a) A(—3,2) b) B(1,—4)

a) El punto A esta en el Il Cuadrante, porque la abscisa es negativa y la ordenada es positiva.

b) El punto B esta en el IV Cuadrante, porque la abscisa es positiva y la ordenada es negativa.

t

Determine el cuadrante en el que se ubica cada uno de los siguientes puntos:
a) A2, 3) b) B(—3, — 1) c) C(2, 5) d) D(—1, 4)
1 1 11
®) E(=2, —9) 9F(3 —3) 96(=3, 7) H(F 3)



Seccion 1: Introduccién a las funciones de segundo grado

Contenido 2: Funciéon de primer grado

P ra) Complete la siguiente tabla para la funciéon y = 2x+3 a partir de los valores de la )
funcién y = 2x:
X —2|—1 0 1 2
2x —4 —2 0 2
2x+3
b) Trace la grafica de las funciones y =2x y y = 2x+3 en el mismo plano cartesiano.
\_ J

S

a) Cada valor de la funcién y = 2x+ 3 se obtiene sumandole 3 unidades a cada valor de y = 2x.

2x —4 —2 0 2 4
ox+t3 —1. 1 3 5 7 >+3

b)

Se observa que la grafica de y =2x+3 pasa por (0, 3), y esta se obtiene de trasladar
verticalmente hacia arriba 3 unidades la grafica de y =2x.

#



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

C

La grafica de la funcién de primer grado y = ax+b, con a+#0, es una recta que se obtiene al
trasladar la grafica de y =ax verticalmente b unidades hacia arriba, si >0, y |b| unidades

hacia abajo cuando 5<0. Dicha recta pasa por el punto (0, b).
y=ax

b<0

y=ax+b

A

t

1. Trace la grafica de cada funcion que se propone a partir de la grafica dada:

a) y=x+3 b) y=2x—2
YA YA
5 4
4 3 y=2x
3 y==x 2
2 1
1 X
12 3

\ A

2. Trace la grafica que corresponde a cada una de las siguientes funciones de primer grado:

a) y=x—3 b) y=—2x+3

*



Seccion 1: Introduccién a las funciones de segundo grado

Contenido 3: Grafica y caracteristicas de la funcion y = x?

P é a) Complete la siguiente tabla utilizando la funcién y = x2. )
x —3/|—-2 -1 0 1 23
y
\ b) Ubique en el plano cartesiano los puntos formados en la tabla y trace la grafica. )

S

a) Cada valor de y se obtiene elevando al cuadrado el valor dado de x, por ejemplo:

Parax=—2, y=(—2)*=(—2)(—2)=4
Parax=2, y=2>=(2)(2)=4

x -3 -2 -1 0 1 2 3
y 9 4 1 0 1 4 9
b) Se traza la grafica en el plano cartesiano a partir de los valores de la tabla anterior. Se

observa que la linea que une esos puntos debe ser curva, la posibilidad de que sea uniendo
segmentos se descarta por la figura de la derecha.

YA YA
(-3, 9}\ 9 /(3, 9) 9
8
Vo, /
\ ] e
\ /
(=2, 4)\\ 4 /(2, 4) 4
3
\ L/
(—1, DX 1 1, 1) 1
=73 =2 —10|x 1 2 3 4 x “—F 3 —2-7 (01 2 3 4=x
1—1»\vér’[ice g 1—1 i
Y

C

La funcién de segundo grado o cuadratica y = x?, tiene las siguientes caracteristicas:

v" Su dominio, los valores que toma x, esta formado por todos los numeros reales
(positivos y cero).

v/ Surango, o los valores que toma y, esta constituido por los nUmeros reales no negativos
(positivos y cero).

v’ La grafica que le corresponde es una parabola situada en los dos primeros cuadrantes,
con vértice en el origen (0, 0), es simétrica respecto a la parte positiva del eje y y se
abre hacia arriba (concava hacia arriba).

E Calcule los valores de y en la funcion y =x? para x= —5, —4, 4, 5.

*



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Contenido 4: Grafica y caracteristicas de la funcién y = ax? con a>0

P

ra) Complete la siguiente tabla para la funcién y = 2x? a partir de los valores de y = x2.
x -2 -1 0 1 2
X2 4 170 1 4
2x?
b) Trace la grafica de las funciones y=x?y y= 2x? en el mismo plano cartesiano, auxiliandose

con la tabla.
c) ¢Qué relacion existe entre los valores de y para ambas funciones cuandox = —1 o x =27

. J

a) Cada valor de la funcién y=2x? se obtiene al multiplicar por 2 los valores de y = x2. La tabla
para algunos valores de x es la siguiente:

X —2 —1 0 1 2
X2 4 1 0 1 4 )xz
2x? 8 2 0 2 8

b) Se ubican en el plano cartesiano los puntos obtenidos de la tabla para ambas funciones y
luego se trazan sus graficas.

YA
9

(=2,8) g (2,8

(=2, 4)} A (2, 4)

(x1\2) Jf

=1, D%\ 1| /{1

=7 =3 -2 -1 o|~1 2 3 4 x
—1

Y

c) Puede observarse, por ejemplo, que (—1, 1) se halla en la grafica de y = x?, mientras que
(—1, 2) pertenece a la otra parabola; también, (2, 4) esta en la primera, mientras que (2, 8)
se aloja en la segunda, etc. Es decir, el valor de y en la funcion y = 2x? es el doble del valor
correspondiente de y = x2.

*



Seccion 1: Introduccién a las funciones de segundo grado

C

La funciéon de segundo grado y=ax? con a>0, tiene las siguientes ¥/ y=ax?

caracteristicas:

» , , (a>0)

v~ Sudominio, o los valores de x, esta formado por todos los niimeros
reales.

v Surango, o los valores de y, son los nliimeros reales no negativos
(positivos y cero).

A

v~ La gréfica que le corresponde es una parabola con vértice en el v
origen (0, 0), simétrica respecto al eje y y céncava hacia arriba.

t

a) Complete la siguiente tabla para la funcién y=3x?y trace la grafica, con ayuda de los puntos
obtenidos.

b) Trace la grafica de y =4x? , encuentre el vértice e identifique la direccion de la parabola
coéncava.



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Contenido 5: Grafica y caracteristicas de la funcion y=ax? con a<0

P

a) Complete la siguiente tabla para la funcion y = —x? a partir de los valores de la funcién
y=Xx2

X —3 —2 —1 0 1 2
X2 9 4 1 0 1 4
_x2

b) ¢Qué relacién existe entre los valores de y para ambas funciones cuandox = —2 o x = 37
c) Trace la grafica de las funciones y =x?y y = —x? en el mismo plano cartesiano.
d) Establezca semejanzas y diferencias en las graficas de y =x*y y = —x2

\_ J
a) Cada valor de la funciéon y = —Xx? se obtiene al multiplicar por —1 los valores de la funcién y = x2.
De acuerdo a esto se completa la tabla de la siguiente manera:
X —3 —2 —1 0 1 2 3
—Xx? —9 —4 —1 0 —1 —4 —9
b) De acuerdo a la tabla anterior, para x= — 2 o x = 3 se tienen los puntos (— 2, 4) y (3, 9) en la funcién
Yy =Xx? mientras que para y = — x? se tienen los puntos (—2, —4)y (3, —9), se observa que las
ordenadas de los puntos respectivos son nimeros opuestos.
YA
c) Se ubican en el plano cartesiano los puntos obtenidos (=3.9) 9 3,98
en la tabla para ambas funciones y luego se trazan sus 8 K
graficas. ;
— 2 '
y=x 5 ]
5 P
d) Semejanzas: Ambas graficas tocan al eje x en el mismo (=2, 4),". 4 @4 9
punto, el vértice (0, 0) y tienen la misma abertura y el ¥ 3
mismo eje de simetria. 4 2 b
' 1 E ",
Diferencias: Una es céncava hacia abajo y la otra es < N Y
concava hacia arriba. —4 -3 72 —1 iz U
-3 "‘.
(=2, -4)% —4|@ -9
—5 E '9
R 2 _6 : :
y=—x _
—8
(-3, -9) -9 (3, —9)
Y




Seccion 1: Introduccién a las funciones de segundo grado

C

La funcién de segundo grado y =ax? con a<0, tiene las siguientes
caracteristicas:

v Su dominio esta formado por todos los nimeros reales. v

v/ Su rango esta constituido por los nimeros reales no positivos.

A
|
NN
=Y

v/ La grafica asociada es una parabola con vértice en el origen (0, 0),

— 2
simétrica respecto al eje ¥ y concava hacia abajo.  p a-f y=ax

(a<0)

Trace las graficas de las funciones, encuentre el vértice e identifique la direccion de las parabolas
concavas.

a) y=—2x2 b) y=—3x?



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Contenido 6: Comprobemos lo aprendido 1

t

1. Trace la grafica de las siguientes funciones de primer grado:

a) y=x+2 b) y=3x c) y=3x—2

2. Determine las caracteristicas de las siguientes funciones de segundo grado y trace su grafica:

a) y=3x2 b) y=—5x?

3. A cada funcion de segundo grado dada en los incisos
siguientes asocie en el espacio en blanco el color de la
grafica que le corresponde.

a) y= —4x?

by y= < 3 4 >
c) y=—x

d) y=4x?

4. Haga la misma asociacion del ejercicio anterior escribiendo en el espacio en blanco un punto
que pertenezca a la grafica correspondiente.



Seccién 2: Funcion de segundo grado

Seccion 2: Funcién de segundo grado
Contenido 1: Grafica y caracteristicas de la funcién y = ax®*+c

P ra) Complete la siguiente tabla para y = x>+ 3 a partir de los valores de la funcion y = x2. )

X —2 —1 0 1 2
X2 4 1 0 1 4
X2+3

b) Trace la grafica de las funciones y =x?y y = x2?+3 en el mismo plano cartesiano.
c) Establezca semejanzas y diferencias entre las graficas de las funciones y=x?y

y=x2+3.
d) ¢Qué relacion existe entre los valores de y para ambas funciones cuando x=—1 o
x =27
\_ _J

a) Cada valor de la funcién y = x*>+ 3 se obtiene sumando 3 unidades al valor x? que se
logra de y =x?, de manera que la tabla queda completada asi:

X -2 —1 0 1 2
X2 4 1.0 1 4 >+3
x2+3 7 4 3 4 7

b) Se traza la grafica de ambas funciones en el mismo plano cartesiano:

c) Semejanzas: Ambas son parabolas céncavas hacia arriba, tienen el mismo eje de simetria.
Diferencias: Tienen distintos vértices y solamente una de ellas toca al eje x.

d) Al observar la tabla se encuentra que para x =1, el valor de y = x?+ 3 es 3 unidades mayor

que el valor x*> de y =x2. Lo mismo ocurre para x = 2; en general, cada valor de la funcién
¥y =x?>+3 es 3 unidades mayor que el valor de la funcion y = x2.

*



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

C

La funcion de segundo grado y = ax?+c, donde a#0, tiene las siguientes caracteristicas:
1. Su dominio esta formado por los numeros reales.

2. Su rango, o los valores de y, es el conjunto de niumeros mayores o iguales a ¢, si a>0 o el
conjunto de los niUmeros menores o iguales a ¢ si a<0.

3. La grafica correspondiente es una parabola con vértice en (0, ¢), simétrica respecto al eje
¥ y concava hacia arriba si a>0 o concava hacia abajo si a<0. Dicha parabola se obtiene al
trasladar la grafica de y = ax? verticalmente ¢ unidades hacia arriba si ¢>0, y | ¢ | unidades
hacia abajo cuando ¢<0.

t

Trace las graficas de las funciones, encuentre el vértice e identifique la direccién de las parabolas
céncavas.

a) y=x2+2 b) y=2x>—1 c) y=—2x2+1



Seccién 2: Funcion de segundo grado

Contenido 2: Grafica y caracteristicas de la funcion y =a(x—h)?

P ra) Complete la siguiente tabla para y = (x—1)? a partir de los valores de la funcién y = x2.
X -3 —2 —1 0 1 2 3
X2 9 4 1 0 1 4 9
(x—1)°
b) Trace la grafica de las funciones y =x?y y = (x—1)? en el mismo plano cartesiano.
c) Establezca semejanzas y diferencias entre las graficas obtenidas.

\

a)
X —3 -2 —1 0 1 2
X2 9 4 1 0 1 4 9
(x—1)? 16\ 9\ 4\ 1\ 0\1 \4
Se observa que cada valor de la funcién y = (x—1)? se obtiene al trasladar 1 unidad a la derecha los
valores de x en la funcién y = x2.

b) Se traza la grafica de ambas funciones en el mismo plano cartesiano:

Se observa que cada punto de la funcion
¥ = (x—1)2 se obtiene trasladando cada punto
de ¥y = x? una unidad a la derecha.

4,9

Por ejemplo, (4, 9) de la primera funcién es un
traslado de (3,9); (—2,9) lo es de (—3, 9), etc.

¢) Al comparar las graficas de ambas funciones se observa lo siguiente:
Semejanzas: Ambas graficas son parabolas que abren hacia arriba.
Diferencias: Vértice de y=x2 es (0, 0) mientras que el de y=(x—1)* es el punto (1, 0). El eje de
simetria de y=x2es el eje y, mientras que y=(x— 1) es simétrica respecto a la recta x=1. Ademas, la
grafica de y=(x—1)” esta trasladada 1 unidad a la derecha de la grafica de y=x2

La grafica de la funcion de segundo grado y =a(x—h)? siendo a#0, es una parabola, con las
siguientes caracteristicas:

1. Veértice es el punto (A, 0).

2. Larectax = h es el eje de simetria de la parabola.
3. Abre hacia arriba si a>0 o hacia abajo si a<0.
4

Su grafica se obtiene trasladando A unidades a la derecha (h>0) o |h| unidades a la izquierda
(h<0), a partir de la grafica de la funcion y = ax2.

E Trace la grafica de las siguientes funciones, y escriba en cada caso su vértice:
a) y=(x—2)* b) y=(x+2)* c) y=2(x—3)* d) y=—2(x+3)*

*



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Contenido 3: Comprobemos lo aprendido 2

t

1. Trace la grafica de las siguientes funciones, y localice en cada una su vértice:

a) y=2x>+1 b) y=(x+3)?

2. Trace la grafica de cada funcién trasladando la que se presenta en cada inciso.

a) y=x*—1 b) y=—x2+3

A

c) y=(x—3)

A

|
=
N
=Y

A

b
Y




Seccién 2: Funcion de segundo grado

Contenido 4: Grafica y caracteristicas de la funcion y =a(x—h)?*+k con a>0

P Obtenga la gréafica de y = (x—1)?+2 a partir de la gréafica de la funcion y=x2:
a) Con un desplazamiento horizontal trace la gréafica de y = (x—1)2.
b) A partir de la grafica de y=(x—1)? obtenga la de y=(x—1)?4+2 mediante un
desplazamiento vertical.

S

a) Se traza la grafica de y=(x—1)?desplazando b) Se desplaza la grafica de y=(x—1)% 2
horizontalmente una unidad hacia la derecha unidades hacia arriba:
la grafica de y=x2.

y=1(x—1)? y=(x—1)2+2
y= =1

y=x?

2 unidades
hacia arriba

1 unidad hacia
la derecha

(—1,1) =

“\Q -\

=1(0,0)] +1 1(1,0)
\j
La parabola y=(x—1)2+2 tiene vértice (1, 2), es concava hacia arriba y es simétrica respecto a
alarecta x=1.

=y
sy

C

La funcién de segundo grado y =a(x—h)?+k con a>0, y h cualquier nimero, tiene las
siguientes caracteristicas:

1. Su dominio esta constituido por los niumeros reales.

2. Su rango esta formado por los niumeros reales mayores o iguales a k.

3. Lagrafica es una parabola con vértice (h, k), simétrica respecto a la recta x=h y concava
hacia arriba.

4. La grafica de y =a(x—h)?+k se obtiene al trasladar la de y =ax?, h unidades a la
derecha si h>0 o |h| unidades a la izquierda si h<0, y luego k unidades hacia arriba si
k>0 o |k| unidades hacia abajo si k<0.

Trace la grafica de las siguientes funciones, y localice en cada caso su vértice:
a) y=(x—1)2+1 b) ¥y=2(x+1)2+1

c) y=(x—1)?—2 d) y=2(x+1)2—2

*



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Contenido 5: Grafica y caracteristicas de la funcion y = a(x—h)?*+k con a<0

? Obtenga la grafica de y = —2(x—1)2+1 a partir de la gréfica de la funcion y = —2x2
a) Con un desplazamiento horizontal trace la grafica de y = —2(x—1)2.
b) A partir de la gréafica de y = —2(x—1)? obtenga la de y = —2(x—1)2+1 mediante un
desplazamiento vertical.

S

a) Mediante un desplazamiento horizontal de b) Ahora se efectua un desplazamiento vertical
una unidad hacia la derecha de y = —2x2 de una unidad hacia arriba:
(en lineas punteadas) se obtiene la grafica
dey=—2(x—1)= y=—2(x—1)2+1
A vA

1 (1,1

—1 ek s
S (1,0)
1 unidad

hacia arriba

A
=Y

1 unidad hacia ;
la derecha (-1, _2)?:

y=—2x y=—2(x—1) y=—2(x—1)

La grafica de y=—2(x—1)?>+1 es concava hacia abajo, tiene vértice en el punto (1, 1) y es
simétrica con respecto a la recta x=1.

C

La funcién de segundo grado y = a(x—h)?>+k con a<0, tiene las siguientes caracteristicas:
1. El dominio esta formado por todos los niumeros reales.
2. Elrango comprende todos los numeros reales menores o iguales que k.

3. La grafica es una parabola con vértice en (h, k), eje de simetria la recta x = h; ademas,
es concava hacia abajo.

4. La grafica de y =a(x—h)?+k se obtiene al trasladar la grafica de y = ax?, h unidades a
la derecha si h>0 o |h| unidades a la izquierda si h<0, y luego k unidades hacia arriba si
k>0 o |k| unidades hacia abajo si k<0.

t

Trace la grafica de las siguientes funciones y localice en cada caso su vértice:
a) y=—2(x—2)*+1 b) y=—3(x+1)>—1

*



Seccién 2: Funcion de segundo grado

Contenido 6: Grafica y caracteristicas de la funciéon y =ax?*+bx+c con a>0

P a) Escriba la funcién y =x?+2x—3 en la forma y=a(x—h)?*+k.
b) Trace su grafica e identifique su vértice, eje de simetria e intercepto con el eje y.
a) Se convierte la funciéon y = x2+2x—3 alaforma y = a(x—h)?+k mediante la completacion de

cuadrados.

y=x2+2x—3 Recuerde:
— (2 — 2 i bY|_(bY
=(x2+2x)—3 x+bx+c—[x +bx+<2>]—<2>+c
=(x?+2x+1)—1—3 b (b
=(x+1)2—4 =(x+5) - (5) +c

Luego, se ha podido expresar la funcién dada en la forma y = (x+1)2—4.

b) La grafica de y=(x-+1)2—4 se obtiene a partir de la de y=x? (en linea punteada) mediante los
siguientes desplazamientos: 1 unidad hacia la izquierda y 4 unidades hacia abajo:

YA
Veértice: (—1, —4)

Eje de simetria: x=—1

A

El intercepto con el eje y
se encuentra sustituyendo
x=0 en la expresion y =x?+2x—3

=Y

y=(x+1)>—4 0,—3) y=02+2(0)—3=—3
Vertice (—1 ;_4_)“ El intercepto Intercepto con el eje y: (0, —3).
': con el eje y

Eje de SW !

La transformacion de y = x2+2x—3 en y=(x-+1)2—4 permite identificar el vértice, el eje de
simetria de la parabola, y el intercepto con el eje y.

La graficade lafuncion de segundogradoy = ax?+ bx+c con a>0, se obtiene transformando
esta expresion a la forma y = a(x—h)?+k, para identificar vértice, eje de simetria e intercepto
con el eje .

Dicha grafica es una parabola que abre hacia arriba e intercepta el eje y en (0, ¢).

Determine el vértice, eje de simetria, intercepto con el eje y y trace la grafica de las siguientes
funciones:

a) y=x*+2x+5 b) y=x*—4x—1

*



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

d
Desafio
Grafica y caracteristicas de la funcion y = ax?*+bx+c¢ con a>0 (Continuacion)

Ejem,DIO Determine el vértice, eje de simetria, intercepto con el eje y y trace la grafica de la
funcion y =2x2—8x+5.

Se convierte la funcién y=2x2—8x+5 a la forma y=a(x—h)?+k mediante la
completacién de cuadrados.

y=2x*—8x+5 Recuerde:
=2(x2—4x)+5
_ b bV b\
=2(x2_4x+4)_(2)(4)+5 ax’ + bx + ¢ = a|x* + ax + <E> == a-(z) +c
=2(x—2)2—3 . L
- “(”z) —a-(gg) +e

Luego, se ha podido expresar la funcién dada en la forma y =2(x—2)%—3.
El intercepto con el eje

Vértice: (2, —3)
Eje de simetria: x =2

S Intercepto con el eje y: (0, 5).
y=2x2—8x

=Yy

] G (2, —3)

7 \E}e de simetria

Determine el vértice, eje de simetria, intercepto con el eje y y trace la grafica de las
siguientes funciones:

t

a) y=2x*—8xt+4 b) y=2x*+4x+3

ﬁ_



Seccién 2: Funcion de segundo grado

Contenido 7: Grafica y caracteristicas de la funciéon y =ax?+bx+c con a<0

P a) Escriba la funcién y = —x?+4x—3 en la forma y = a(x—h)*+k.
b) Trace la grafica de esta e identifique vértice, eje de simetria e intercepto con el eje y.
a) Se convierte la funcion a la forma y = a(x—h)?+k mediante la completacion de cuadrados.
y=—x*+4x—3 Recuerde:
=—(x*—4x)—3 , , b\ b2
:_(x2_4x_|_4)_|_4_3 —X +bx+c=—[x —bx+<7>]+<?> +c
= —(x—2)2—|-1 b \2 b2
=—{z— 2] +{2] +c
Luego, la funcion dada es y = —(x—2)2+1.
b) La grafica de y = —(x—2)?+1 se obtiene a partir de la de y = —x? mediante los siguientes

desplazamientos: 2 unidades a la derecha y 1 unidad hacia arriba:

) i@ Veértice: (2, 1)

Eje de simetria: x =2

A

Intercepto con el eje y: (0, —3).

y=—x
(0, =3)
/V
La transformacién de y = —x?+4x—3 en y = —(x—2)?>+1 permite reconocer las siguientes

caracteristicas de su grafica: el vértice (2, 1), el eje de simetria, el tipo de concavidad, y el
intercepto con el eje y. Ademas, es facil ver que el rango de la funcién esta constituido por todos
los numeros reales menores o iguales que 1.

La transformacion algebraica de la funcién de segundo grado y = ax®>+bx+c con a<0, a
la nueva forma y = a(x—h)?+k mediante completacion de cuadrados permite que en esta
se pueda identificar las caracteristicas de su grafica: las coordenadas de su vértice (A, k),
la ecuacion x = h de la recta vertical que sirve como eje de simetria, el intercepto con y, el
punto (0, ¢) y su concavidad hacia abajo.

t

Determine el vértice, eje de simetria, intercepto con el eje y y trace la grafica de las siguientes
funciones:

a) y=—x?+6x—5 b) y=—x*—2x+2

$



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Contenido 8: Comprobemos lo aprendido 3

t

1. Trace la grafica de las siguientes funciones, y localice en cada una su vértice:
a) y=(x+1)*+3
by y=—(x+1)>—2
c) y=2(x—1)*+4
d) y=—2(x+3)>—1

2. Determine el vértice, eje de simetria, intercepto con el eje y y trace la grafica de las siguientes
funciones:

a) y=x*t+6x+4
b) y=2x*+8x+7
c) y=—x*+6x—5



Seccion 3: Valor maximo o minimo de una funcién de segundo grado y su aplicacion

Seccidén 3: Valor maximo o minimo de una funcién de segundo grado
y su aplicacién

Contenido 1: Valor maximo o minimo de la funciéon y=a(x—h)*+k

P (Determine si la funcién y = (x—2)2+ 3 tiene maximo o minimo. )
S
En el rango de una funcién: y=(x—2)2+3
» El valor mas grande es el valor maximo
de la funcion.
» Elvalor mas pequefio es el valor minimo
de la funcioén.

La forma dada de la funcion y = (x—2)2+3
permite saber que su grafica es una parabola
con vértice en (2, 3) y que la concavidad es
hacia arriba.

Esto obliga a pensar que el valor minimo

alcanzado es y=3 y que no hay maximo 1
porque para cada punto de la parabola se ,
puede encontrar otro con mayor ordenada. 1 0 T ¥ 3 4

=Y

En la funcion de la forma y = a(x — )2+ k, el valor maximo o minimo de la funcion es y =k, para el
cual se debe considerar:

1. Si a>0, la parabola abre hacia arriba, 2. Si a<0, la parabola abre hacia abajo,

entonces el minimo de la funcién es entonces el maximo de la funcién es la
la coordenada y del vértice, es decir coordenada y del vértice de la parabola,
y =k. No tiene maximo. es decir y =k. No tiene minimo.

YA
YA

Méj(imo k /\

- o) h

=Y

Minimo &

=Y

< o) >




Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

E_jerp/O Determine si la funcién y = —2(x—4)?+ 3 tiene maximo o minimo.

De laformade la funcién y= —2(x—4)?+ 3 se puede ver vA
que el vértice de su grafica es (4, 3) y que la concavidad 4, 3)
es hacia abajo porque a=—2<0, siendo este el punto !
de la parabola con mayor ordenada.

Entonces el maximo de la funcién es y=3.
No existe un valor minimo para y.

A
=Y

Encuentre el valor maximo o minimo de las siguientes funciones:

a) y=(x—1)2+4 b) y=—(x+1)>—3

c) y=2(x—4)>+1 d) y=—2(x+3)2—2



Seccion 3: Valor maximo o minimo de una funcién de segundo grado y su aplicacion

Contenido 2: Valor maximo y minimo de una funcién de segundo grado, en
un intervalo dado, cuando su grafica es concava hacia arriba

P Encuentre el maximo y el minimo de la funcién y = (x—1)?+1 en los siguientes intervalos

dados:

a) —1<x<2 b) 2<x <4

S

a) Se puede saber por simple inspeccién que la grafica de la
funcion y = (x—1)2+1 tiene el vértice (1, 1) como el punto de
menor ordenada por ser concava hacia arriba, esto se observa
en la figura. Luego el minimo es y = 1.

En este caso el dominio de la funcién se hareducido al intervalo
—1< x <2, de manera que para reafirmar lo anterior se evallua
la funcién en los extremos del intervalo:

Six=—1, y=(—1—1)?+1=5

Six=2, y=02—1)*+1=2

Lo anterior muestra que el minimo es y=1 y el maximo y=>5.

b) Como la abscisa del vértice no esta en el intervalo 2<x<4, se
evalua la funcién en los extremos de este:

Six=2,y=02—-1)2+1=2
Six=4,y=(4—1)2+1=10
Lo anterior muestra que el minimo es y=2 y el maximo y=10.

Minimo | 1

by

5 Maximo

o

.
Maximo 10

Minimo 2}«----;

El valor maximo o minimo de una funcion ¥y = a(x—h)?+k en un intervalo dado, cuando

a>0, se obtiene de la siguiente manera:

v~ Si la coordenada h del vértice (h, k) de la parabola esta en el intervalo dado, el valor
minimo de esta es la ordenada y =k y el valor maximo sera el mayor valor obtenido al

evaluar la funcion en los extremos del intervalo.

v’ Si la coordenada & del vértice no esta en el intervalo, los valores maximo y minimo se

obtienen al evaluar la funcién en los extremos del intervalo.

t

Encuentre el maximo y el minimo de la funcién y = (x—1)?>+2 en los intervalos siguientes:

a) —1<x <2 b) 2<x <5



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Desafio

Valor maximo y minimo de una funcién de segundo grado cuando su grafica es concava
hacia arriba (Continuacién)

Ejemp/o Encuentre el maximo y el minimo de la funcién ¥ = 2x2—8x+5 en el intervalo 0<x<3.

Se transforma algebraicamente la funcién y =2x*—8x+5 a hy
la forma y = a(x—h)>+k:
y=2x*—8x+5 1°
=2(x2—4x)+5
=2(x*—4x+4)—(2)(4)+5
=2(x—2)>—3

El vértice de la parabola es (2, —3), y h =2 esta en el intervalo
0< x <3, de modo que el valor minimo de la funciénes y = — 3.
Se determina el valor maximo sustituyendo x por 0 y por 3 en
y =2(x—2)>—3:

Parax=0,y=2(0—2)>—3=38
Parax=3,y=2(3—2)?—3= 2—

Luego, el valor maximo de la funcién y =2x2—8x+5es y =5y elminimoes y = — 3.

Encuentre el maximo y el minimo de la funcién y =2x*—4x—3 en cada uno de los
intervalos siguientes:

a) 0<x<3 b) 2<x<3 c) —1<x<0



Seccion 3: Valor maximo o minimo de una funcién de segundo grado y su aplicacion

Contenido 3: Valor maximo y minimo de una funcién de segundo grado, en un
intervalo dado, cuando su grafica es concava hacia abajo

P

S

t

Encuentre el valor maximo y el minimo de la funcién y = —(x—1)2+3 en cada uno de los

siguientes intervalos:

a) —1<x<2 b) 2<x <4

a) Laférmula de la funcion y = —(x—1)?+ 3 proporciona la siguiente 4
informacion sobre su grafica: Maximo s} s
Su vértice es el punto (1, 3). ofiy
Su concavidad es hacia abajo porque a = —1. / o
Punto de altura maxima es (1, 3). =_1; 5 1 2 3 T
Al evaluar la funcion en los extremos del intervalo se puede decidir $77~ T Minimo
sobre los valores maximo y minimo: -2
Six=—1,y=—(—=1-1)24+3=—4+3=—1
Six=2,y=—2—-1)>4+3=—14+3=2
De lo anterior se tiene que:
y= —1 es el valor minimo.
y =23 es el valor maximo. vi

b) La abscisa del vértice no esta en el intervalo 2<x<4, luego para 2 S

determinar el minimo y maximo se evalua la funcion dada en los ;
extremos del intervalo: e

Parax=2,y=—(2—1)?+3=—14+3=2
Parax=4,y=—(4—1)>+3=—9+3=—6
De los resultados anteriores se concluye que

el valor minimo es y=—6 y y =2 es el maximo. Y

Minimo —g

El valor maximo o minimo de una funcién y =a(x—h)?+k, en un intervalo dado, cuando
a<0, se obtiene de la siguiente manera:

a) Si la coordenada h del vértice (h, k) de la parabola esta en el intervalo dado, el valor
maximo de esta es la coordenada y =k y el valor minimo sera el menor valor obtenido al
evaluar la funcion en los extremos del intervalo.

b) Sila coordenada h del vértice no esta en el intervalo, los valores maximos y minimos se
obtienen al evaluar la funcién en los extremos del intervalo.

Encuentre maximos y minimos de la funcién y = —(x+1)247 en los intervalos siguientes:

a)

—2<x <2

b) 0<x <2

*



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Desafio

Valor maximo y minimo de una funciéon de segundo grado en un intervalo dado cuando
su grafica es concava hacia abajo (continuacion)

Ejemp/o Encuentre maximos y minimos de la funcién y=—x2?+4x—3 en el intervalo 3<x <5

Se transforma y = —x?*+4x—3 ala forma -
y=alx—h)*+k: e,
—1 K Y
= —x*+4x—3 - :
Y = —(x2—4x)—3 Maximo Of /2
= —(x2—4x+4)+4-3 :
= —(x—2)2+1

El vértice de la parabola es (2, 1), y como h=2
no esta en el intervalo dado, se debe evaluar la
funcién en los extremos de esta; aprovechando
que la funcién decrece y la unica posibilidad son
los extremos de dicho intervalo:

Parax=3,y=—(3—-2)?*+1=—14+1=0 ;
Parax=5y=—(5—2)?+1=—94+1=—8 i_geMinimo ... i

y

Luego, los valores minimo y maximo son:

Minimo: y = —8, Maximo y =0

Encuentre maximos y minimos de la funcion y = —2x?+8x—3 enlos intervalos siguientes:

a) 3<x<5 b) 1<x<5 c) —4<x<-—1



Seccion 3: Valor maximo o minimo de una funcién de segundo grado y su aplicacion
Contenido 4: Comprobemos lo aprendido 4

t

1. Encuentre el maximo y el minimo de la funcién y = (x+1)2+3 en cada uno de los siguientes
intervalos:

a) —3<x<—2 b) —2<x<1

2. Encuentre el maximo y el minimo de la funciéon y = x*—4x-+7 en cada uno de los siguientes
intervalos:
a) —1<x<3 b) 4<x<6

3. Encuentre el maximo y el minimo de la funcién y = —(x+2)?>+2 en cada uno de los
siguientes intervalos:
a) —4<x<-—3 b) —3<x<0



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Contenido 5: Aplicacion de la funciéon de segundo grado

P

S

Dofa Maria destin6 una porcion del terreno rectangular de su jardin para sembrar rosas,
y su intencion es cercarla con 12 m de malla.

a) Exprese el area del terreno en funcion de su largo.
b) Determine las dimensiones del terreno que proporcionen la mayor area posible.

G J
a) Sileslargo y x es el ancho del terreno, su perimetro P
esta dado por
P=2[+2x,
de modo que
20+2x =12 x (m) v (m?)
2(l+x) =12
_12 _
[+x= 5> =
[=6—x
. [=6—x(m)
Ademas, si el area del terreno se representa por y, esta se
expresa mediante la férmula
Area= (largo) X (ancho)
en
y=Ix=(6—x)x=—x?+6x
b) Lafuncién y = —x?+6x se expresa ahora en la forma y = a(x—h)?+k siguiendo el proceso

acostumbrado:

—x?+6x

— (x2—6x)
—(x2—6x+9)+9
—(x—3)2+9

<

Como el coeficiente del término cuadratico es —1, la parabola abre hacia abajo, de modo
que y =9 es un valor maximo, el cual se alcanza para x = 3. Asi, las dimensiones que
proporcionan la mayor area posible del terreno son [=6—3 = 3(m) de ancho y x =3(m) de
largo.

Joaquin esta disefiando los planos de su casa. Si una de las habitaciones de forma rectangular

tiene un perimetro de 16 metros.

a) Exprese el area de la habitacion en funcién de su largo.

b) Determine las dimensiones de la habitacion para alcanzar su mayor area posible.

*
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Unidad 4: Proporcionalidad Entre Segmentos

Seccion 1: Razén entre segmentos
Contenido 1: Distancia entre dos puntos

? (Sean los puntos A y B en la recta numérica, de En la recta numérica )
coordenadas 1y 5. Encuentre la distancia entre los se representa ’
dos puntos. por P (a) el
A B punto P con
3290 1 2 3 4 5 coordenada a.
\_

Una forma de encontrar la distancia entre Ay B es contando las unidades que hay en la figura
desde A hasta B, que resulta ser 4. Luego la distancia d entre Ay B es 4.

-3-2-10 N 2 3 4 5
g

Otra manera de hacer el mismo calculo es restar la coordenada de A de la coordenada del punto
B, asi d=AB=5—1=4,

Por lo tanto, d = 4.

C

Dada una recta con un sistema de coordenadas, la distancia entre dos puntos Ay B con
coordenadas a y b respectivamente, se define de la siguiente manera:

d = AB = (Coordenada mayor) — (Coordenada menor)=b—a

A B
< - 7 >
El nimero b—a es positivo si Ay B son puntos distintos y 0 si Ay B son iguales.
Eje’"f’lo Calcule la distancia d entre los puntos dados.
a) A(—3)yB(4) b) A(3)yB(7) c) A(—8)yB(—2)
a) b) c)
d=4—(-3) d=7-3 d= —2—(—8)
=4+3 =4 = —2+8
A B B A B A B
355901 2 3 4 5 “Yo0 12345867 | >

—-8—-7-6-5-4-3-2-10 1

E Calcule la distancia d entre los puntos dados.
a) A(2) yB(7) b) A(0) y B(5) c) A(—4)yB(5)

d) A(—3)yB(6) e) A(—8)yB(—4) f) A(—=7)yB(—2)

*



Seccién 1. Razoén entre segmentos

Contenido 2: Razén entre segmentos

P C Calcule el cociente entre ABy CD, si AB=2cmy CD =8cm. )

S

AB y CD con sus medidas se muestran a continuacion.

2cm 8cm
A B C D
El cociente entre las longitudes de AB y CD esta dado por
AB _2_1
Ch 8 4~

que también puede escribirse como 1:4,y se lee "1 es a4". La longitud del AB es la cuarta parte

del CD y al cociente % se le llama razén entre AB y CD.

C

La razon r entre dos segmentos AB y CD se define como el cociente entre sus longitudes,
expresadas con la misma unidad de medida, y se representa por el numero
AB

r —
CD
que también puede escribirse como AB:CD, este se lee "AB es a CD".

1 Calcule la razén entre las parejas de segmentos cuyas longitudes son dadas en cada inciso.

a) AB=5cmy CD=15cm b) AB=4cmy CD =8cm c) AB=5cmyCD=7cm
Ejemp/o La base y la altura de un rectangulo estan en la razén de 5:3. Si la base mide 10cm,
¢cuanto mide la altura del rectangulo? D c
X
A B
10cm
AB _ 5

La razén entre la base AB y la altura BCes r= BC — 3 Si se sustituye en la expresién
anterior, AB=10 y BC =x, resulta

10 _ 5
x 3
5x=(10)(3)
_ 30 _
X =5 = 6
Por lo tanto, la altura del rectangulo es 6 cm.
2 La base y la altura de un rectangulo estan en la razéon 4:3. Si la D C
base mide 12cm, ¢cuanto mide la altura del rectangulo?
X

A
3 12cm B



Unidad 4: Proporcionalidad Entre Segmentos

Contenido 3: Segmentos proporcionales

P a) Calcule las razones entre los segmentos cuyas longitudes son AB=6cm y CD=8cm,
EF=18cmy GH=24cm.

b) Compare las razones obtenidas en a).

S

a) Las razones entre AB y cD y EF y GH son:

AB _6_3 EF _18 _ 3
CD~ 8 4 Y GH 24~ 4
b) Como é—g = % y E—E = % entonces ég = E_EI'En este caso se dice queﬁyﬁson
proporcionales a EF y GH

AB _ EF

Si CD — GH" entonces AB y CD son proporcionales a EF y GH.

1 Calcule las razones entre los segmentos con longitudes AB=4cmy CD=12cm, MN=8cm y
PQ=24cm vy diga si estos son proporcionales.

Eiemplo | Determine si en la pareja de rectangulos D c
Jemp mostrada a la derecha, la base y la altura de : H G
uno son proporcionales a las del otro. dem ;
".‘ 2cm:.‘
A . B E "'\'?"C:;n" F
6cm
La razén entre las bases es% = % = 2 y entre las alturas es % = % = 2, de donde se sigue que
AB _ AD
EF — EH

Por lo tanto, las bases AB y EF son proporcionales a las alturas AD y EH.

2 Determine en cada pareja de rectangulos si la base y la altura de uno son proporcionales a las

del otro.
a D C b)
1 D C
6cm H G H G
! ! 4cm . :
20m:.‘ ; 2cm
A ——— B E 3cmF A B E Sem F
9cm 9cm



Seccién 1. Razoén entre segmentos

Contenido 4: Comprobemos lo aprendido 1

t

1.

Calcule la distancia entre cada pareja de puntos dados, usando la recta numérica y
mediante la formula d =AB =b—a.

a) A(5)yB(11) b) A(—3)y B(0) o) A(=2)yB(B)  d) A(=5)yB(—1)

Calcule la razén entre cada uno de los siguientes pares de segmentos, cuyas longitudes
son dadas.

a) AB=4cmy CD =20cm b) AB=3cmy CD=9cm c) AB=2cmyCD=7cm

Calcule las razones indicadas utilizando los datos de la figura:

3 DE =

b) BC =

=



Unidad 4: Proporcionalidad Entre Segmentos

Seccién 2: Division de un segmento
Contenido 1: Calculo de la razén en la que un punto divide a un segmento

? A partir de la figura, calcule la razén % entre los segmentos siendo P un punto interior del AB.

S

P es un punto interior del ﬁy lo divide en dos segmentos AP y ﬁ cuyas longitudes son 6 y 3 unidades
respectivamente. La razén entre dichos segmentos esta dada por

AP _ 6 _
PBE 3 2

C

Dado el AB y un punto P en su interior, a como se muestra en la figura:

PR fiheema PP (SE
A P B
La razén entre los segmentos AP y PBen que P divide al AB esta dada por
AP _m
PB — n
Ejef‘nplo Calcule para cada figura, la razén % entre los segmentos en que el punto P divide al AB
a) et 2o e Areeeee b) eSS
A P B A P B
a) Se realiza el calculo b) En este caso,
AP _2 _1 AP _3 _,
PB 4 2 PB 3
1. En cada figura, calcule la razén % entre los segmentos en que el punto P divide a AB
a) . b 2. b) . Aomomei e Aoeeel
A P B A P B
o . N o Q) e 6o
A P B A P B
2. Dadala figura
A B C

" M M M M 1

M M & M M M M M M M M " M 1

a) Ubique el punto interior M que divide a AB en dos segmentos iguales.
b) Ubique el punto interior N que divide a BC en dos segmentos iguales.
c) Ubique el punto interior P que divide a AB en larazén 2:1.
d) Ubique el punto interior Q que divide a BC enla razon 1:2.

*



Seccion 2: Division de un segmento

Contenido 2: Coordenada del punto interior

P Calcule la coordenada p del punto interior P que divide al AB en la razén m:n, segun la figura.

De acuerdo con la figura los puntos A ByP tienen coordenadas a, b y p, respectivamente. El punto
interior P divide a AB en AP y PB y la razén entre AP y PB es

AP _ m
PB = n (1)
pero AP=p—a y PB=b—p, asi que % = ll))—;g' (2)
. p—a _ m
De (1) y (2) se sigue que b—p = n
n(p—a)=m(b—p)

np—na=mb—mp
mp-+np=na-+mb
(m+n)p=na+mb

_natmb
P="m+n

Si en una recta numérica P(p) es un punto interior del segmento cuyos extremos son A(a) y B(b),
con la condiciéon de que AP y PB estan arazén m:n, entonces la coordenada de P esta dada por

la formula I -
p=natmb " T
mEn- Aa) P(»)  B(b)

Sim=n, P es el punto medio del ﬁy con p = azib-

Ejemf’/o Sea AB con extremos A(2) y B(8). Calcule la coordenada p del punto interior P tal que:

a) Pdividea AB en la razén 2:1 b) P es punto medio de AB

a) Enestecasoa=2b=8 m=2yn=1, b) Aquia =2, b =8, asi que

asi que

_na+mb_(1)(2)+(2)(8)_ﬁ_6 —atb _2+8_10 _¢
P="m¥n ~ 2F1 -3 - p 2 2 2
oA 2e -3+, -3,
> Graficamente se tiene < » >

Graficamente se tiene <

AQ2) P(6) Bi85 A(2) P(5) B(S;

E Calcule la coordenada p del punto interior P de un segmento, tal que:
a) A(8) yB(4)y P divide a AB en la razon 1:2. c) D(—5)y F(3)y P es punto medio de DF.

b) C(—2)yD(6)y P divide a CD enlarazon 3:1.

*



Unidad 4: Proporcionalidad de Segmentos

Contenido 3: Coordenada del punto exterior

P

C

A partir de la figura, calcule la coordenada p del punto exterior P que divide al AB en una razén m: n.
U m .
L T n-: .
Al B0 P()
s S ol S
\_ e A i )

De acuerdo con la figura, las coordenadas de los puntos A, By P son a, b y p, respectivamente.

El punto exterior P divide al AB en AP y BP y la razén entre AP y BP es
AP _ m (1)

pero AP=p—ay BP=p—b, asi que

De (1) y (2) se sigue que

p—b n
n(p—a) =m(p—>n)
np—na=mp—mb
mp—np=—na-+mb

(m—n)p=—na+mb

_ —na+mb
P="m—n

Si P(p) es un punto exterior del segmento con extremos A(a) y B(b) tal que P divide al AB en AP y

—na + mb

BP en la razén m: n, entonces su coordenada p esta dada por p = =

Cuando m>n Cuando m<n

<

“A@ BB PO

Y

EJ'em lo | Sea el AB con extremos A(2) y B(6). Calcule la coordenada p del punto exterior P tal que P

t

divide al AB en la razon 3:1.

En este caso a=2, b=6, m=3y n=1, asi que Graficamente se tiene
-------- 3---ell.
_—natmb _ —(N@)+)6) _16 _g o N
p m—n 3—1 2 A(2) B(6) P(8)
Calcule la coordenada p del punto exterior P de un segmento, tal que
a) A(3)y B(5)y P divide al AB en la razon 2:1. c) C(—2) y D(8) y P divide al CD en la

b) D(—5)y F(3)y P divide al DF en la razon 3: 1. razon 1:2.

*



Seccion 2: Division de un segmento

Contenido 4: Longitudes de las partes en las que un punto divide a un segmento
en una razén dada

( _ — )
P Sea AB el segmento de la figura 'y P un punto en su interior. Si la longitud de AB es 16cm
y AP y PB estan en larazon 3:5, encuentre las longitudes AP y PB.

\_ _J

La razon entre AP y PB es

AP _ 3
PB 5
Si se hace AP=Xx y PB=16—x, en la expresion anterior, resulta
x _3
16—x 5
de donde prTTToetmossmmosssosssoeenoe 16Cm ==mm=mmmrmm ey
5x = (16—x)(3) — _
5x = 48 —3x A X AP 16— B
5x+3x =48
8x =48
8 48
g8
xX=6

Luego, se sustituye x =6 en PB= 16 —x para obtener
PB=16—x=16—6=10.

Por lo tanto, AP=6(cm) y PB=10(cm).

Si se conoce la razén en que el punto interior P del ﬁ, con longitud conocida, divide a este
segmento, es posible conocer las longitudes de AP y PB.

Seael AB y P un punto en su interior. Encuentre las longitudes AP y PB:

a) Sila longitud del AB es 27cm y las longitudes de AP y PB estan en la razon 2:7.

b) Sila longitud del AB es 25cm y las longitudes de AP y PB estan en la razon 4: 1.

c) Sila diferencia entre las longitudes de AP y PBes 7 y la razén de las longitudes de AP y PBes 4:3.
d) Sila diferencia entre las longitudes de AP y PBes8 y la razon de las longitudes de AP y PBes 3:1.

#



Unidad 4: Proporcionalidad de Segmentos

Contenido 5: Comprobemos lo aprendido 2

t

1. Dada la recta numérica

A B C

& i i i i 1

E—s . - : N N . : N N . N N
N | I | | | | | I | | | | | | | | | | |

a) Ubique el punto interior P que divide al ﬁ enlarazén 1:2.

b) Ubique el punto interior Q que divide al BC en la razon 2:1.

2. Calcule la coordenada p del punto interior P de un segmento cuyos extremos son dados, tal que
a) A(4) y B(8) y P divide al AB en la razén 1:3.
b) C(—5)yD(5) y P divide al CD en la razon 4:1.
c) D(—7)yF(3)yP es punto medio del DF.

3. Calcule la coordenada p del punto exterior P de un segmento, tal que
a) A(4) y B(6) y P divide al AB en la razén 3:1.
b) D(—6)y F(2) y P divide al DF en la razon 4:1.
¢) H(—5)y J(2) y P divide al HJ en la razén 1:4.
d) C(—3)yD(1)y P divide al CD en la razon 1:2.

4. SeaAB y P un punto en su interior. Encuentre las longitudes AP y PB

a) Silalongitud del AB es 30cm, AP y PB estan en la razon 3:7.
b) Silalongitud del AB es 18cm, AP y PB estan en la razon 5:1.
c) Sila diferencia entre las longitudes de AP y PB es 4cm y la razén entre AP y PBes9:7.

d) Sila diferencia entre las longitudes de AP y PB es 5¢m y la razén entre AP y PBes2:1.



Unidad 5

Semejanza

Seccion 1

Criterios de semejanza

~ de tridangulos

Seccién 2

Semejanza de triangulos

- rectangulos y paralelismo




Unidad 5: Semejanza

Seccidén 1: Criterios de semejanza de triangulos
Contenido 1: Definicion de semejanza de triangulos

(" _ )
? En los triangulos de la derecha,
Dos segmentos son paralelos si

AC|DF y BC|EF las rectas que los contienen son
paralelas.

a) Complete:

mB_ [Iec_ L[] ac_[]

DE ~ [J'EF " [J'OF ~ J :

¢ Son proporcionales los lados

correspondientes de los triangulos % 6cm 4cm
de la derecha? 3em 2cm
b) Justifique por qué AA=AD, A 4cm B D 8 cm E
. 4B=zEy 2C=4F. )
A AB_4_1 BC_2_1y, AC_3_1
DE 8 2’ EF 4 2 DF 6 2

Dado que la razén entre las medidas de los lados correspondientes de AABC y ADEF es la
misma, entonces los segmentos son proporcionales.

b) A= 4D por ser correspondientes entre paralelas.
5 B= 4 E por ser correspondientes entre paralelas.
4 C=4F porque la suma de las medidas de los angulos de un triangulo es 180°, 4A=4D vy
5B=4E.

En conclusién, todos los cocientes SE E(F: y ég son iguales a 17 y 4A, 4B, 4C son iguales

a 4D, 4E, 4F respectivamente, entonces se dice que AABC y ADEF son semejantes.

C

Si en dos triangulos, por ejemplo los de la derecha, se cumplen las condiciones siguientes:

F
 AB _ BC _ AC .
) DE = EF ~— DF
i) 4A=4D, sB=4E, 4C=4F /\
A B D E

entonces el AABC es semejante al ADEF y se escribe en simbolos AABC~ADEF.

t

Si AABC~ADEF, complete los espacios en blanco: F

a) aB _[] Bc _[] ac_[]
DE " [J'EF ~ []' OF —[] oem

C
A B D E




Seccion 1: Criterios de semejanza de triangulos

Contenido 2: Criterio de semejanza Angulo-Angulo (AA)

P (" Dado el triangulo de la figura, construya un
ADEF, tal que: C Unarectaes paralela
1. DE=2AB a un segmento si la
2. AD=4A recta que contiene
' — a este es paralela a
3 aE= A-B A B aquella.
\_¢Son semejantes AABC y ADEF?

Para la construccion del ADEF se llevan a cabo los siguientes pasos:
1. Se traza el DE de longitud DE=2AB sobre la

linea en la que estda AB. .
2. Se traza una recta paralela a AC que pase por
el punto D. Asi s D= 4 A. c
3. Se traza una recta paralela a BC que pase por
el punto E. Asi s E=4B. i }
A B D E

Se etiqueta con la letra F el punto donde se intersecan
estas rectas.

De 2.y 3. se tiene que A= 4D y 4 E= 4B, ademas en un tridngulo la suma de las medidas

de los angulos es 180°, entonces 5C=4F.

Se observa en la figura que EF =2BC y DF = 2AC. Esto significa que RE E(F: RE =2.

En consecuencia, AABC~ADEF.

Criterio de semejanza Angulo-Angulo (AA)

Dos triangulos son semejantes si tienen dos pares de angulos correspondientes de igual medida. En
F

simbolos:
4A=4D o] /\\
Si {AB=4E , entonces AABC~ADEF A/\ D |

F
E; | Investigue si los triangulos de la derecha <
-Jemplo .
son semejantes. .
A £85° 455N B
45° 65°
D E

Como AA=4E=65°y 4B=4D=45°, entonces AABC~AEDF (por AA).

t

1. Investigue si las parejas de triangulos dados en cada inciso son semejantes, Justifique su respuesta.
2. Encaso de que lo sean escriba la semejanza entre ellos relacionandolos con el simbolo ~.




Unidad 5: Semejanza

Contenido 3: Criterio de semejanza Lado-Lado-Lado (LLL)

P

Ejemp/o

t

(Dado el triangulo de la figura, construya un ADEF, usando regla, compas y transportador, tal que:

1. DE=2AB d

2. EF=2BC
3. DF=2AC

C‘,Son semejantes AABC y ADEF? A B

La construcciéon del ADEF es posible con los siguientes pasos:

1. Setraza DE de longitud DE=2AB sobre la E
linea en la que esta AB .

2. Se traza un arco de radio 2BC y centro E. c

3. Se traza un arco de radio 2AC y centro D.

Se etiqueta con F el punto donde se intersecan
los arcos. B D B

Se une el punto F con los extremos de DE y se
forma el ADEF.
Con el transportador se verifica que A= 4D, 4B=4Ey 4C=4F,

Por tanto, AABC~ADEF.

Criterio de congruencia Lado-Lado-Lado (LLL)

F
Dos triangulos son semejantes si tienen los lados
correspondientes proporcionales. En simbolos: ¢
AB _ BC _ AC N A
entonces AABC~ADEF. i R >

SiDE = EF ~ DE’

Investigue si los triangulos de la derecha Q

. N
son semejantes. 3cm
4 cm 0]
8cm R
M 6cm

12 cm

MN _4 _1 NO _3 _

1 M 1
Como PQ=8~-2 QR 6= 2 P—O = % =5, entonces AMNO~APQR (por LLL).

1. Investigue si la pareja de triangulos dada en cada inciso son semejantes, justifique su respuesta.
2. En caso de que lo sea escriba la semejanza entre ellos relacionandolos con el simbolo ~.

F
a) b) M
12.cm D 4 cm 5 cm

C
15cm
‘iScm 2cmi :2,50m
4 cm
E 3cm F N (0]

A3cm B E 9em D 6cm




Seccion 1: Criterios de semejanza de triangulos

Contenido 4: Criterio de semejanza Lado-Angulo-Lado (LAL)

P (" Dado el triangulo de la figura de la derecha, construya un ADEF, haciendo uso de regla, compas y )
transportador, que cumpla:
1. DE=2AB ¢
2. 4D=4A A
3. DF=2AC £ 3
\_¢.Son semejantes AABC y ADEF? )

La construccion del ADEF es posible con los siguientes pasos:

1. Setraza DE de longitud DE=2AB sobre la linea en la que
esta AB. L
2. Setraza unarecta paralelaa AC que pase por el punto D. &
3. Setraza un arco de radio 2AC y centro D.
Se etiqueta con F el punto donde se intersecan estas rectas.
A B D E

Se une el punto F con el punto E y se forma el ADEF.

Se observa en la figura que EF = 2BC, entonces AABC~ADEF.

Criterio de semejanza Lado-Angulo-Lado (LAL)

Dos triangulos son semejantes si tienen dos pares de lados correspondientes proporcionales y los
angulos incluidos entre ellos de igual medida. En simbolos:

F
.| AB _ AC = entonces ABAC~AEDF C
Si{ DE ~ DF N
4A = 4D A B D E

Investigue si los triangulos de la derecha

Ejemplo . j
-J¢"P son semejantes.
C 4 cm
50° 50°
A 4 cm B E 8cm D

AB _4_1 B 2 _ 1 o
Como £ = 82 DF —4-32/ £ B=4D=50° entonces AABC~AEDF (por LAL).

t

1. Investigue si la pareja de triangulos dada en cada inciso son semejantes, justifique su respuesta.
2. En caso de ser semejantes escriba la semejanza entre ellos utilizando el simbolo ~.

a) F 6 cm E b) J N A
c 40 6 cm 4 cm
“ 2 cm 4cm 6cm M
N 45°
A 3cm B K 9cm L o
D




Unidad 5: Semejanza

Contenido 5: Comprobemos lo aprendido 1

t

1. Dada la pareja de triangulos en cada inciso, investigue si son semejantes e indique el criterio que lo
justifica. Exprese la semejanza entre ellos utilizando el simbolo ~.

a u b
) A 50 ) D 18cm E
60° C S
15 cm X
80 27 cm Wcm
407
T Y

V

B

12
w
F 18 cm

c)

6cm J
i 3cm
100 N

H 10cm I K 5cm L

2. En cadainciso los triangulos son semejantes. Calcule las medidas de los otros lados.

a) E b) F
C
Scm 6 cm
12 cm A 6cm C
A 7cm B 5WC’"
D F B

D 18 cm E




Seccion 1: Criterios de semejanza de triangulos

Contenido 6: Demostracion de la semejanza de triangulos utilizando AA

Ejemp/o En la figura, AD Il BC, demuestre usando el criterio de semejanza D
AA que AAED~ACEB. c
E
A B
Pasos Justificacion . ,
—— alt. int.: angulos
1) AD l[BC Hipotesis (Suposicion o dato) alternos internos.
S
2) 4DAE=4BCE Por ser alt. int. y paso 1) ;\ ;”:
3) 4AED=4CEB Por ser opuestos por el vértice
4) AAED~ACEB Por el criterio de semejanza AA en pasos 2) y 3)
Se concluye entonces que si AD || BC y AC es transversal, entonces AAED~ACEB.
1. Enlafigura, si AB || DE, entonces AACB~ADCE.
a) Identifique la hipétesis y la tesis.
b) Complete la demostracion. c
Pasos Justificacion £
1 | | Hipotesis D
2) sA=| ] Por ser correspondientes y paso 1) B
3) 4C=4C | |
4 | | ~| | Por el criterio de semejanza AA en A
) pasos 2) y 3)
2. Enlafigura, siaTPQ=4TSP =24Q =90° entonces APST~ARQP. T
a) Identifique las hipétesis y la tesis.
b) Complete la demostracion.
Pasos Justificacion R
1) | | Hipébtesis S
2) | | Hipotesis S Q

3) £TPS+£SPQ=90° | |
4) £SPQ+4PRQ=90° | |

5) £TPS+4SPQ=4SPQ+4PRQ Por los pasos 3) y 4)
6) 4TPS=4PRQ | |
7 | | ~ | | Por el criterio de semejanza AA

en pasos 1) y 6)




Unidad 5: Semejanza

Contenido 7: Demostraciéon de la semejanza de triangulos utilizando LLL

P ( Demuestre: silos AABC y ADEF son equilateros, entonces AABC~ADEF.

S

Pasos Justificacion

1) AABC y ADEF son equilateros Hipotesis

2) AB=BC=AC Definicion de triangulo equilatero

DE=EF=DF
AB _ BC _ AC
3 DE = EF — DF Paso 2)
4) AABC~ADEF Por el criterio de semejanza LLL en paso 3)

Dos triangulos equilateros son semejantes entre si.

En la figura, si My N son los puntos medios respectivos de AC y E
y MN = 17AB , entonces AABC~AMNC.

a) Escriba la hipotesis y la tesis.

b) Llene los espacios en la tabla de abajo para completar la demostracién M
de la proposicion anterior.

A
Pasos Justificacion
1) | | Hipotesis
2) | | Hipotesis
3) | | Hipotesis
4) NC=1BC | |
5) MC = —AC | |

5 MN _ NC _ MC | |
AB T~ BC ~ AC

7) AABC~AMNC | |




Seccion 1: Criterios de semejanza de triangulos

Contenido 8: Demostraciéon de la semejanza de triangulos utilizando LAL

a )
P En la figura, si % = % entonces AAEB~ACED. A B
Complete la demostracion.
Pasos Justificacion E
1) é_E — % Hipotesis
2) 4AEB=4CED | D C
3) | | ~| | LAL en pasos 1) y 2)
\_ J
Pasos Justificacion
1) AE _ BE Hipotesis
CE DE
2) 4AEB=4CED |Por ser opuestos por el vértice |
3) |[AAEB| ~|ACED| LAL en pasos 1) y 2)

C

Si AAEB y ACED tienen los lados AE y BE proporcionales a CE y DE respectivamente y el
vertice comun E, entonces ellos son semejantes.

Si en los triangulos de la figura, AC=BC, DF =EF C F
y 4C = 4F, demuestre entonces que AACB~ADFE.
a) Escriba la hipétesis y la tesis.
b) Complete la demostracion. D E
A B
Pasos Justificacion
1 | Hipotesis
2) DF=EF | |
A B

3 BF = EF | |

4) | | =| | Hipotesis

55 [ |~ADFE Por el criterio de semejanza

LAL en pasos 3) y 4)



Unidad 5: Semejanza

Seccion 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

Contenido 1: Semejanza de triangulos rectangulos

P

Investigue si los triangulos rectangulos dados son semejantes:

D
A
1 60° ml 60°
9 C B F E

AABC y ADEF tienen dos pares de angulos con la misma medida,
4C=4F=90° y 4£B=4E=60"

Por lo tanto, por AA, AABC~ADEF.

Por tanto, dos triangulos rectangulos con un angulo de 60° cada uno son semejantes.

Dos triangulos rectangulos son semejantes si:
v" Al menos un par de angulos agudos tienen igual medida. (Ver figura 1)
v' Sus catetos son proporcionales (LAL). (Ver figura 2)

v’ Las hipotenusas y un par de catetos son proporcionales (LAL). (Ver figura 3)

Figura 1 Figura 2 Figura 3
D D
A A A
C B F E C B E C B
4B=4E AC _ BC AB _
- DE




Seccion 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

Ejemlplo Investigue si las siguientes parejas de triangulos rectangulos de cada inciso son semejantes,
utilizando los criterios de semejanza de triangulos estudiados.

D
a) P b)
A A
8 cm |: 10 cm
4cm 5cm
C 3cm B F 6cm E C 3cm B F 6cm E
AC |, BC
a) Se calculan las razones DF y TF
AC_4_1 BC_3_1
DF 8 2 EF 6 2

Como las razones encontradas son iguales, se puede afirmar que los catetos de los triangulos
rectangulos son proporcionales. Por tanto, AABC ~ ADEF.

b) Como % = % = 17 y % = % = 17 las hipotenusas y un par de catetos son proporcionales.

Por lo tanto, AABC~ ADEF.

Investigue si las siguientes parejas de triangulos rectangulos son semejantes, utilizando los criterios de
semejanza de triangulos estudiados.

a) b)
D D
A \ A
N 37
8cm
4cm
| |
C B F E C 2cm B F 4 cm E
c)
D
A 8 cm 14 cm
aem| N M

(@)
[ss}
M
m




Unidad 5: Semejanza

Contenido 2: Teorema del cateto

P fComlete la siguiente demostracion para asegurar que: c
si CD es la altura correspondiente a la hipotenusa AB
del triangulo rectangulo ABC, entonces

AACD~AABC y AABC~ACBD

y en consecuencia
AC?=(AD)(AB)

BC2=(BD)(AB) A D

De/mogtraa’,éw

El £A es un angulo agudo y comun para los triangulos rectangulos AACD y
AABC, asi que AACD~

Similarmente, el 2B es angulo agudo y comun para los triangulos rectangulos
AABC y ACBD, por lo tanto AABC~

AD _ []

Por definicion de semejanza en ), AC =

de donde, AC2 = ( ) ( )
BD _ [ |

Por definicion de semejanza en (2), BC — [

de donde, BCz2=( ) ( )

©

1 AACD~AABC @ AC>= (AD) (AB)
AABC~ACBD BD _ BC
@ © BC ~ BA

AD _ AC BC2= (BD) (AB

® LE=4AB ® (BD) (AB)
Teorema del cateto c

Si CD es la altura correspondiente a la hipotenusa AB
del triangulo rectangulo ABC, entonces

AACD~AABC y AABC~ACBD
y en consecuencia

Ac?=(AD)(AB) A D
BC?= (BD)(BA).




Seccion 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

C
EJ'emplo A partir de la figura calcule el valorde b y a.

A 4cem D 9cm B

Se hace la identificacion AC=b, CB=a, AD=4, DB=9y AB=4+9=13. Luego,
Ac:=(AD)(AB) @
BC2=(BD)(BA) @
A continuacién se sustituyen en (1) y (2) todos los valores dados
b2=(4)(13) =52, luego b =2/13
a?=(9)(13) =117, luego a = 3,/13

t

Calcule el valor de b y a de acuerdo con los datos de la figura adjunta

C
a
b
.
A3cmD 27 cm B



Unidad 5: Semejanza

Contenido 3 : Teorema de la altura

4 N
P Comlete la siguiente demostracion para asegurar que: ¢
iCD es la altura correspondiente a la hipotenusa
AB del triangulo rectangulo ABC, entonces
AACD~ACBD
y en consecuencia i
A D B
\_ CD2=(AD)(BD) )
De/wwstraaiéw
Si CD es la altura correspondiente a la hipotenusa AB del triangulo rectangulo ABC, entonces
AACD~ D
AABC~ @
Por @ y @, AACD~ACBD. Luego, por definicién de semejanza.
AD _ [ ®
CD " []
de donde,
coz=(__ ) ) @

S

Las respuestas enumeradas a continuacion llenan los espacios en blanco que completan la
demostracion.

@ AACD~AABC
@) AABC~ACBD
AD _ CD

® ¢ = BD

@ cD>= (AD) (BD)

Teorema de la altura c

Si CD es la altura correspondiente a la hipotenusa
AB del triangulo rectangulo ABC, entonces

AACD~ACBD

y en consecuencia
CD2=(AD)(BD).




Seccion 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

Ejemlp/o A partir de la figura de la derecha calcule el valor de hA.

A 4cem D 9cm B

Si se hace las identificaciones CD = h, AD =4 y DB =9 y se sustituyen en

CD2=(AD)(BD)
se obtiene
h?=(4)(9) =36
como >0,
h=6cm

Calcule el valor de A y x en el triangulo que le corresponde a partir de los datos proporcionados.

a)




Unidad 5: Semejanza

Contenido 4: Rectas paralelas y segmentos proporcionales (1)

N
P Complete la siguiente demostracién para asegurar que: A
sienel AABC, DE |l BC, Destaentre Ay B,y E estaentre Ay C, D E
AD _ AE _ DE
entonces AB — AC — BC: 5 . c
L J
Dwmtrwiéw

DadoqueDE |l BC, yAB es unsegmento transversal aestos, por serangulos correspondientes
entre paralelas,

A
4ADE = D
Ademas,
4DAE= ® y q
Luego, por el criterio de semejanza AA 5 R c
AADE~ ® -

En consecuencia, por (3), la proporcionalidad entre los lados correspondientes es

[ ]
%:E:% @

1 sADE=2#4ABC
@ 4DAE=4BAC
3 AADE ~ AABC

@ AD _ AE _ DE
AB ~ AC ~ BC

Sien el AABC, D estaentre Ay B, E esta entre Ay C, y DE |l BC,
entonces

AD _ AE _ DE
AB —~ AC BC




Seccion 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

Ejemplo | si DE Il BC, calcule la longitud de AE.

Dado DE Il BC, entonces AADE~AABC y de acuerdo con la

conclusién, AD _ AE
AB  AC
Dado que segun la figuraAD = 3, AB=5yAC =10, se sustituye
en la expresion anterior, resulta
3 _ AE
5710
5AE = (3)(10)
_ 30
AE = %
AE=6

Por lo tanto, la longitud de AE es 6 cm.

a) SiDE |l BC, calcule el valor de x con los datos
de la figura.

b) SiDE Il BC, calcule los valores de x y y con los
datos proporcionados por la figura adjunta.




Unidad 5: Semejanza

Contenido 5: Rectas paralelas y segmentos proporcionales (2)

P (Complete la siguiente demostracién para asegurar que: A
en el AABC, siDE Il BC, D estaentre Ay B A
y E esta entre Ay C, entonces
AD _ AE D E
DB  EC- R
q 8 ] >,
De/wwytraa:éw

Se traza una recta paralela a AB que pase por E y corte a BCenF.
Como DE || BC y AC es un segmento transversal a estos, por ser angulos correspondientes

entre paralelas, A
4£AED = )
De igual manera, como EF || AB
3FEC = ) D > E
Luego, por el criterio de semejanza AA / ﬁ\
AADE~ ©) B > F C
En consecuencia, por la semejanza anterior
AD _ [ ] @
EF [ ]
Como el cuadrilatero DBFE es un paralelogramo, entonces EF =DB. Asi que, se concluye que
AD _ AE
]~ EC ©
(1) 4AED=4ECF
@ 4%FEC=3%A
3 AADE~AEFC
AD _ AE
@ EF =Ec
AD _ AE
© DB ~ EC

E_nel A_ABC, siDestaentre Ay B, EestaentreAyC,y
DE |l BC, entonces,

AD _ AE

DB = EC 7 %
Es decir, AD y DB son proporcionales a AE y EC respectivamente. > ‘



Seccion 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

Ejem,DIO Con los datos de la figura, si DE |l BC, calcule la longitud x
de EC.

Como DE |l E, entonces por la conclusién anterior se tiene que % = %

pero AD =5cm, DB =3cm, AE=10cm y EC =x, en consecuencia la proporcién anterior se
convierte en

5_10

3 X
(5)x = (3)(10)

xX=6

Por lo tanto, la longitud de EC es 6 cm.

t

a) Enlafigura, si DE Il BC calcule la longitud x de EC.

b) En la figura, si DE Il BC calcule la longitud x de AE.




Unidad 5: Semejanza

Contenido 6: Rectas paralelas y segmentos proporcionales (3)

P rComplete los pasos de la demostracion propuesta para asegurar la
siguiente afirmacion:
En el AABC de la figura, si se cumple que

AD _ AE 5
L DB — EC
entonces DE |l BC.
\_
De/wwytrm
A

Se traza en el AABC dado una recta paralela a AB que
pase por C. Esta corta a la recta DE en F, asi que

AADE~ O
D
Por la semejanza anterior, < >
Ap _ L] ® ‘
CF I:I B >
Por hipotesis,
AD _ L] @
DB ™[]
De 2y (3) se sigue que
AD _ L] @
DB ™[]
En consecuencia, DB = ®)

Como DB=CF y DB |l CF , el cuadrilatero DBCF es un paralelogramo.
Asi que DF |l BC y por lo tanto,

DE |l ®
S 4ADE~ACFE ﬂzﬂ
@ @ B CF
o -1 > oa-cr
° -4 0 =1

C

Si en el AABC se cumple la proporcion % = %
entonces
_— 5 R

DE Il BC /




Seccion 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

. _ — A
E_jemp/o Determine, a partir de la figura, si DE Il BC.
45 cm 6 cm
D > E
3 cm/ 4 cm
B g C
AE ]

Se calculan las razones oe Y ECas

AD _ 4,5 _ (2)(1) _3

DB 3 ~\2N\3/) 2

AE _6 _3

EC 4 2
De lo anterior, se puede ratificar que se cumple la proporcién

AD _ AE _ 3
DB  EC 2°
Por lo tanto, DE |l BC.
Determine si EF o FD es paralelo a uno de los lados del A
AABC.
4.5cm 6 cm
D E
3cm 4 cm
B 4em F 6 cm C



Unidad 5: Semejanza

Contenido 7: Teorema de la base media

P

waﬂ:raa’éw

rComplete la siguiente demostracion para asegurar que si en el
AABC, M y N son puntos medios de AB y AC respectivamente,

entonces
a) MN Il BC

b) MN= - BC

.

@

a) Por ser M punto medio de AB y N punto medio de
AC, se sigue que

El punto medio de un segmento

es el punto que divide a este en

AM _ ® dos segmentos de igual
MB medida.
AN _ @
Ne =L
de donde,
Am _[] ®
M8 =[]

En consecuencia, MN |l BC.

b) Como MN I E, entonces AAMN~ AABC, asi que

AM _ AN _ L] 1 @
AB _AC_D_Z
De%Z%,setiene

MN= ®

Las soluciones completas de los numerales anteriores son:

a) @ %:1 b) @ AM _ AN _ MN
AN _ _
@ {o=1 G MN =
AM _ AN
® MB T NC

AB — AC

1

BC — 2



Seccion 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

C

A
Teorema de la base media
Sien el AABC, My N son puntos medios de AB ym respectivamente,
- M N
entonces, MN [l BC y MN= JBC.
B " c

En lafigura, si My N son los puntos medios de
Ejem,D/O AB y AC respectivamente, calcule el valor de x,
la longitud del lado MN en la figura.

Como My N son puntos medios de AB y AC en el AABC, entonces por la conclusién anterior

es decir, MN = %BC
x= (%)(4)
=2

Por lo tanto, el valor de x es 2 cm.

En cada AABC de los incisos a) y b), My N son los puntos medios de AB y AC respectivamente.
Calcule el valor de x y y, segun corresponda.

A
a) A b) ”
y cm
M N
M N
el xcm---""" 2cm
B 8 cm - c




Unidad 5: Semejanza

Contenido 8: Teorema de Tales

P (Complete la siguiente demostracion para concluir que: ‘77 \‘E’ )
Si las rectas transversales 7 y ‘S’ cortan a tres rectas
paralelas, como se muestra en la figura de la derecha, B G
entonces >
AB _ FG / \
BC ~ GH °f A
N / Vo
De/wwgtma:éw

Desde el punto A se traza el AE paralelo a FH
que intersecte a BG y CH en los puntos D y E
respectivamente.

PN
Como BD Il CE en el AACE, r/

%:% @ B/D \G

Ademas, los cuadrilateros ADGF y DEHG son 1 \
H

paralelogramos, entonces. c

_ _ E
AD = y DE= > / \

Por lo tanto,

&% ®

@ AB _ AD
BC ~— DE

@ AD=FG y DE=GH

©) AB _ FG

BC  GH

Teorema de Tales
Al F

Si tres 0 mas rectas paralelas son cortadas por dos -

transversales, los segmentos de las transversales B / \G

determinados por las paralelas, son proporcionales. De g

acuerdo con la figura de la derecha C / \H
AB _ FG [ \
BC  GH

*




Seccion 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

o o
E-jemplo En la figura 7 y §° cortan a las tres rectas paralelas. Si r/ X
AB=3cm, BC=2cmyEF =4 cm, calcule la longitud A D

de DE.

3 c}n
B\, E

2 cr';z ‘4\cm
C\, . s F
Al cumplirse las condiciones del Teorema de Tales se escribe la proporcidon

AB _ DE
BC  EF

pero AB=3 cm, BC=2 cmy EF =4 cm, de aqui que
3 _ DE

2= 4
(2)DE= (3)(4)

_12 _
DE=>5 =6

Por lo tanto, la longitud de DE es 6 cm.

a) En la figura de la derecha, Nt y ‘S’ cortan a las tres rectas < 5
paralelas. SﬂB =6cm,BC=2cmyEF=3cm, calcule la A/ \D
longitud de DE. >
B R E
2 cmj &cm
C oF

b) En la figura de la derecha, Nt y ‘S’ cortan a las cuatro rectas

o o

paralelas. SiAB=3cm,CD=6cm, EF=4cmyFG =12 ;/ RE

cm, calcule las longitudes de BC y GH. 3 cm/ > &fz’"
B




Unidad 5: Semejanza

Contenido 9: Aplicaciéon de semejanza

P rUna sefal de transito de 2 metros de altura
proyecta una sombra de 10 metros, al
mismo tiempo una pared de un edificio que
se encuentra en linea recta con esta sefal
proyecta una sombra de 80 metros. Calcule la
altura de la pared.

g

De acuerdo con la situacion, AADE~AABC, asi que

10 _ 80
2 X
10x = (2)(80)
_ 160
X =710
x=16

Por lo tanto, la altura de la pared es de 16 m.

a) Calcule la altura de un arbol que proyecta una
sombra de 12 metros en el momento en que otro
arbol que esta en linea recta con el anterior y mide
3 metros proyecta una sombra de 4 metros.

b) En la figura adjunta el mastil AC proyecta una
sombra de 20 m de largo, cuando la sombra
de un mastil similar sin bandera DE de 12 m
de alto proyecta una sombra de 16 m de largo.
Suponiendo que ambos mastiles son verticales
y que estan sobre el nivel del piso y ademas
AABC~ADBE. Encuentre la altura del mastil con
bandera.

c) ¢Qué alturatiene el asta de la bandera de acuerdo

. .. i Se8me Ty
con informacién dada en la figura? 12m

—_



Seccion 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

Contenido 10: Comprobemos lo aprendido 2

t

1. Enel AABC, de cada inciso, BC Il DE, calcule el valor de x yy.

a) b)

d)

2. Enel AABC de cada inciso, M y N son los puntos medios de AB y AC respectivamente.
Calcule el valor de x.

a) A b) A

d

B--3x+4-"C B ---x+8 ----"C

3. Enel AABC, M es el punto medio de BC y NM |l AB.

a) Encuentre la longitud de AB.
b) Encuentre la longitud de AC.




Unidad 5: Semejanza

4. En las siguientes figuras AD || BE Il CF, calcule el valor de x.

o/ o

5. De acuerdo con la informacién suministrada en el dibujo, ¢ qué altura tiene el faro?




Teorema de Pitagoras

Seccion 1 Teorema de Pitagoras

Seccidén 2 Aplicaciones del Teorema
~ de Pitdgoras en geometria




Unidad 6: Teorema de Pitagoras

Seccién 1. Teorema de Pitagoras
Contenido 1: Calculo de la hipotenusa de un triangulo rectangulo

? " En Ia figura, el cuadrildtero CFGH es cuadrado y los A
triangulos ABC, DAF, EDG y BEH son triangulos rectangulos H E G
y congruentes.
a) Calcule el area del cuadrado CFGH. D
b) Calcule el area del cuadrilatero ADEB. B

c) Verifique que el cuadrilatero ADEB es un cuadrado

constatando que sus angulos internos son rectos.
. —_— C et ‘A F
S \ d) Calcule la medida de AB. 3 )

a) Como CF=2+3 =5, el area del cuadrado CFGH es CF2=52=25,

b) El area del cuadrilatero ADEB En la figura, los cuatro
= (area del cuadrado CFGH)—(4 veces el area de AABC) triangulos sombreados son
e (2)(3) ] congruentes, de modo que:
=25—(4) [ 2 area de AACB
=25—12 = area de AAFD A
=13. = area de AGED €D

= area de AHEB e

c) 4BAD=180°— (1 CAB+4DAF)
=180°—(2CAB+4ABC)
=180°—90°=90°.

De forma similar se obtiene que s ADE=4DEB=2EBA=90°. Por esto, y en vista de que los
lados del cuadrilatero ADEB tienen igual medida AD=DE = EB=BA, este es un cuadrado.

d) Como el area del cuadrado es AB?, por el inciso b) se tiene que
AB2=13
y en consecuencia, AB= «/ﬁ por ser la longitud de segmentos un numero positivo.

La diferencia entre las areas de los cuadrados CFGH y ADEB es igual a cuatro veces el area del
triangulo rectangulo ACB cuya hipotenusa es 13 y sus catetos 2 y 3, es decir (13 )2= 22+ 32,

En la siguiente figura, calcule el valor de x:

D H C
G

E

3




Seccién 1: Teorema de Pitagoras

Contenido 2: Teorema de Pitagoras

B

P En la figura mostrada a la derecha, el AACB es triangulo c
rectangulo con ABCA=90°, si BC=a, AC=b, AB=c. a
Demuestre que a*>+b%= c> c

b

S

Dado el triangulo rectangulo ACB se construye el cuadrado ADEB sobre |, | £ b G

la hipotenusa de este. ] O
Se construyen los triangulos BHE, EGD y DFA, prolongando los catetos & ;
del AACB y trazando segmentos perpendiculares como aparece en la 5

figura. Estos tres triangulos son congruentes con e1l AACB por AAA'y b
ademas son rectangulos con la misma area igual a: 7 ab, C“ Or
El cuadrado formado CFGH tiene lado a+b& y area (a+5)2. Asi mismo el b A a

cuadrado ADEB tiene lado ¢ y area c¢?. También,
Area del cuadrado ADEB = (area del cuadrado CFGH) — ( 4 veces el area del AACB),
2= (a+b)*—(4)(3ab)=(a*+2ab+b?) —2ab=a*+1?

Por tanto, ¢?= a2+ b>.

C :

Teorema de Pitagoras: En todo triangulo rectangulo se cumple que
la suma de los cuadrados de las longitudes de sus catetos es igual al ¢
cuadrado de la longitud de la hipotenusa.

a’+b?=c? B a C

EJ'emp/o Verifique que se cumple el Teorema de Pitagoras para el triangulo rectangulo de la figura.

En el caso del triangulo dado se tiene que b=3,a =4 y ¢ =5, de modo que

c2=52=25
a?+b>=4>+32=16+9=25
Por lo anterior vemos que 424 32 =52

Verifique el Teorema de Pitagoras para los siguientes triangulos rectangulos:

a) b) 13 c)
N 5 4 2£
2
3 12




Unidad 6: Teorema de Pitagoras

Contenido 3: Calculo de las longitudes de los catetos e hipotenusa de un triangulo
rectangulo

Ejemplo [) Enla figura, 2ACB es un angulo recto, calcule la medida de AB. A
Ascm
B 8cm C

Se aplica el Teorema de Pitagoras:

AB2=BC2+AC2 La longitud de un
— 82462 segmentoesun
—=64+36 numero positivo. "
=100
Como AB>0,
_ AB=,100 =10
Por lo tanto, la longitud de AB es 10 cm.
A
Ejemplo 2) En la figura, el 2ACB es un angulo recto, calcule la longitud de AC. 6em
B 4cm C

Para encontrar AC se sustituyen los valores en la férmula del Teorema de Pitagoras, obteniéndose
AB=6cm, BC =4cm.
AB?=BC2+AC?
62 =42+ AC?
36 =16+AC?
AC2=36—16=20
Como AC>0,

AC=.,20 =2/5

Por lo tanto, la longitud de AC es Zﬁcm.

t

1. Calcule la longitud del tercer lado en cada uno de los siguientes triangulos rectangulos:
a) A b) B

13cm
3cm

B 4cm C C 12cm A

2. Complete la siguiente tabla sabiendo que a y b son las longitudes de los catetos, ¢ la longitud
de la hipotenusa de los triangulos rectangulos @ @ @ y

A ®© 2| @
e a | 6 | 4 | J2 | 3/5

b 4 2




Seccién 1: Teorema de Pitagoras

Contenido 4: Aplicaciéon del Teorema de Pitagoras

da )
P Roberto quiere construir una rampa que porche
ascienda del suelo al porche de la entrada T
de su casa. El porche esta a 1 metro sobre el 1m rampa
suelo, y debido a regulaciones de construccién, i suelo
la rampa debe empezar a 5 metros de distancia 5m
del porche. ;Qué tan larga debe ser la rampa?
L J
S 1. Se representa la situacidén planteada con el triangulo rectangulo de la B
derecha.

2. Se aplica el Teorema de Pitagoras, para calcular la medida del lado 1m
que no se conoce, que es la hipotenusa:

AB?=BC2?+AC?
=12+52 c S A
=1+25
=26
Como la distancia es positiva, entonces AB>0,

AB = /26

Por lo tanto, la rampa tiene /26 m de largo.

Para resolver problemas de situaciones del entorno con ayuda del Teorema de Pitagoras, se
realizan los siguientes pasos:
1. Se representa la situacién planteada en el problema mediante un triangulo rectangulo.

2. Se aplica el Teorema de Pitagoras, sustituyendo en la férmula los datos conocidos y
resolviendo la ecuacién de segundo grado resultante.

E a) Un carro avanza 15 km al oeste de la ciudad B y luego 8 km al norte para llegar a la ciudad
A. ¢ Cual es la distancia (lineal) AB entre las dos ciudades?

15km
al oeste

b) El extremo superior de una escalera de 4 metros de longitud se apoya sobre el borde superior
de una pared cuya altura es de 2 metros. ;A qué distancia esta el pie de la escalera de la

base de la pared?
4m
2m

e
o xm —|




Unidad 6: Teorema de Pitagoras

Contenido 5: Comprobemos lo aprendido 1

t

1. Enlos siguientes triangulos rectangulos, encuentre la longitud del tercer lado:

a) b) 4 c)

X 4
2. Sic es la hipotenusa, a y b son los catetos de un triangulo rectangulo, calcule la longitud del
tercer lado.

a) a=8cm,b=4cm b) b=5cm,c=10cm c) a=6cm,c=8cm

3. Héctor esta construyendo una verja de madera de 2 metros de alto y quiere colocar un soporte
diagonal entre los postes, que estan a 8 metros de distancia entre si como lo muestra la
figura.

¢, Cuanto mide el soporte diagonal?



Secciodn 2: Aplicaciones del Teorema de Pitagoras en geometria

Seccidén 2: Aplicaciones del Teorema de Pitagoras en geometria
Contenido 1: Calculo de la altura y volumen de un cono aplicando Teorema de

Pitagoras
[~ .
Calcule la altura y el volumen del cono mostrado en la El volumen de un cono de radio
figura, del cual se conoce que el radio de la base es 3cm, ryaltura hes y — %mzh

y la longitud de su generatriz es Scm.

. Se traza la altura del cono para formar el triangulo rectangulo
ABC que se muestra en la figura.

2. Para calcular BC se sustituyen en la férmula AC2= AB2+ BC?
del Teorema de Pitagoras los datos conocidos:

AC?=AB?+BC?

52= 32+ BC?
BC>*=25—-9=16
BC = «/ﬁ =4 A 3cm B

Siendo BC =4 c¢m la altura del cono.

3. Se calcula el volumen del cono sabiendo que r=AB=3cmy
h=BC=4cm:
1 1

V= §7‘L’r2h = §7‘L’(32)(4) =127

Por lo tanto, el volumen del cono es 12z cm?3.

C

Para calcular la altura y el volumen de un cono, conocidos el radio y la generatriz de este:

1. Se traza la altura del cono para formar un triangulo rectangulo.
2. Se aplica el Teorema de Pitagoras para calcular la altura del cono.
3. Se calcula el volumen del cono a partir de la férmula.

Calcule la altura y el volumen de los conos mostrados en las siguientes figuras:
a) b) c)




Unidad 6: Teorema de Pitagoras

Contenido 2: Calculo de la altura y volumen de una piramide de base
cuadrada aplicando Teorema de Pitagoras

P rPara la piramide de base cuadrada mostrada

B El volumen de una pirdmide de base\
a la derecha, calcule: 3em cuadrada cuya altura es & es
a) La longitud de la diagonal del cuadrado V= 1—Abh u
que forma la base. 3 S —~7
b) La longitud de la altura de la piramide. A E ?@;
2cm 5 2cm —

\c) El volumen de la piramide. )

Se traza la altura de la piramide para formar el tridngulo B
rectangulo ABC, del cual solo se conoce la hipotenusa.

a) Se calcula la longitud de la diagonal de la base:
F ~E

7 |izem  AE?=AD*+DE2=2742:=4+4=8
Al D AE= 8 =22

b) Como AC es la mitad de la diagonal E, y esta mide 2+/2 cm, entonces

Luego, AC mide /2 em. . B
Ahora se calcula la longitud de la medida del CB, cateto del triangulo rectangulo ABC
y altura de la piramide 3cm
AB2=AC2+CB?
32 = (,/2)? + CB?
CB2=9—2=7 A /2 C

Como CB>0,

CB= 7
Por lo tanto, la altura buscada es V7cm.

c) Para calcular el volumen de la piramide, se determina primero el area de la base de esta A,
A,= area del cuadrilatero ADEF =22=4

de modo que: V= %AbCB = %(4)(ﬁ) — @

Por lo tanto, el volumen de la piramide es % cms.

Para calcular la altura y el volumen de una piramide de base cuadrada:

1. Se traza la altura de la piramide para formar un triangulo rectangulo.

2. Se calcula la longitud de la diagonal de la base de la piramide, utilizando el Teorema de Pitagoras,
para luego calcular la longitud de uno de los catetos desconocidos en el triangulo rectangulo del
paso anterior.

3. Se calcula la altura de la piramide utilizando el Teorema de Pitagoras.

4. Se calcula el area de la base de la piramide y posteriormente el volumen de este sdlido.

E Calcule la altura y el volumen de cada una de las siguientes piramides cuadradas:

a) 9cm b) 15em C) 10cm

6cm 6cm 12cm 4cm




Secciodn 2: Aplicaciones del Teorema de Pitagoras en geometria

Contenido 3: Calculo de la longitud de la diagonal de un prisma rectangular
aplicando Teorema de Pitagoras

¢ — )
P Calcule la Iongitud de la diagonal EC del prisma Un ortoedro es un prisma recto cuyas caras
rectangular siguiente: H forman entre si angulos rectos y tiene la

G caracteristica de que las caras opuestas

son iguales entre si.

F
E &
Di bl e 4—’
4cm .
K 3cm H
\_ A 5cm

S

1. Se forma el triangulo rectangulo EAC con la diagonal H G
EC, la arista EA y la diagonal AC del rectangulo ABCD, E !
el cual es la base del prisma rectangular. D,L__Z"_‘_‘:E =) C
—_— . "_,-"" 3
2. Se calcula la longitud de la diagonal AC del rectangulo ABCD, utilizando el dem hy —50m B o

Teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo ABC. D c c

AC2= AB2+BC?=52+32=25+9=34 //—\
Por lo tanto, AC = /34 d 3em 3em

A 5cm B A 5cm B
3. Como se conocen las medidas de AC y AE , al utilizar nuevamente el Teorema de Pitagoras en el

triangulo rectangulo EAC, se puede calcular la longitud de EC: E
EC2=AC?+AE?*= («/ﬁ)2 + 4*=34+16=50
Como EC>0, 4cm Q
EC= /50 = 5/2
A J/34em C

Por lo tanto, la longitud de la diagonal EC del prisma rectangular es 52 cm.

Para encontrar la longitud de una diagonal de un prisma rectangular:

1. Se forma un triangulo rectangulo con la diagonal cuya longitud se quiere I

determinar, la diagonal del rectangulo que es la base del prisma rectangular y
una arista de este sdélido.

2. Secalculalalongitud de la diagonal de la base del prisma rectangular utilizando a b
el Teorema de Pitagoras.

3. Se calcula la diagonal del prisma rectangular a partir de la informacién obtenida en el paso anterior,
y utilizando de nuevo el Teorema de Pitagoras.

E Calcule la longitud de la diagonal de cada uno de los siguientes prismas rectangulares:

: C
<y
s‘~‘ ' H




Unidad 6: Teorema de Pitagoras

Contenido 4: Calculo del area de un triangulo equilatero aplicando Teorema de

Pitagoras
P (Dado el triangulo equilatero ABC, calcule: A A
g_ g ’ ' En todo tridngulo equilatero ABC
a) La altura AH 10 con altura AH se cumple:
b) El area A del AABC. h AB=AC = BC
AH 1 BC, BH=HC
B C

\_ H ,

S

a) Laaltura h forma en el triangulos equilatero ABC dos triangulos rectangulos : BHAy CHA.
En el ABHA, AH es un cateto, y se tiene que AB =10, BH =15, de modo que sustituyendo
los datos en AB?=BH?*+AH?

y con AH= h, resulta

102 =57+ h?
h?=100—25=75
h= /75 =53

b) El area del AABC es
bh _ (BC)AH) _ (10)(5/3)

Area del triangulo ABC
A= 5 5 5 = 25./3 A = (base)(zaltura)

El area del AABC es por tanto 25+/3 cm?.

C

Para encontrar el area de un triangulo equilatero:

1. Se traza la altura del triangulo equilatero, formando dos triangulos rectangulos.

2. En los triangulos rectangulos del paso anterior, la altura del triangulo equilatero es un
cateto de estos, y la longitud de este se calcula aplicando el Teorema de Pitagoras.

3. Se determina el area del triangulo equilatero utilizando la altura encontrada en el paso
anterior y la base correspondiente.

t

Calcule el area de cada triangulo equilatero:

? A & C H B
L]
4
h 2
O
B H C A




Secciodn 2: Aplicaciones del Teorema de Pitagoras en geometria

Contenido 5: Calculo del area de un hexagono regular aplicando Teorema de

Pitagoras
(C Icule el & del hex3 lar de | 2 A
P alcule el area del hexagono regular de la _2cm En un poligono regular se cumple
derecha. . / . )
que todos sus lados tienen igual
longitud, y todos los U,
angulos interiores tienen L:( .
igual medida. A
\ J

S

1. Secalculala altura de uno de los triangulos que forman

el hexagono, la cual es la apotema del poligono, 0
sustituyendo los datos proporcionados en la férmula
del Teorema de Pitagoras. 2em
2cm
OB*=0G*+GB* Un hexagono regular esta
de donde resulta A~Tom g T formado por 6 triangulos
22 = 0G24 12 em equilateros congruentes.
0G2=22—12=4—1=3 La perpendicular trazada
Como OG>0 desde el centro de
' un poligono regular a
0G=y3 cualquiera de sus lados,
OG es {3 cm recibe el nombre de
2. Se calcula el area del triangulo equilatero ABO: apotema.
4= (AB)(OG) _ (2)(/3) _ A En el problema dado la
B 2 B 2 o altura OG' coincide con
Luego, A = 3. la  apotema
Aes /3 cm? del hexagono

regular.

3. El area del hexagono regular es 6 veces el area del AABO.
Area del Hexagono = (6)(v/3) = 63
Por lo tanto, el area del hexagono regular es 6«/3 cm?.

Para calcular el area de un hexagono regular:
1. Se descompone el hexagono en 6 triangulos equilateros congruentes.

2. Se encuentra la altura de uno de los triangulos equilateros del paso 1(que es la apotema del
poligono) utilizando el Teorema de Pitagoras.

3. Se calcula el area del triangulo del paso anterior.
4. El area del hexagono regular es 6 veces el area del triangulo del paso 3.

E Encuentre el area del hexagono de la figura:




Unidad 6: Teorema de Pitagoras

Contenido 6: Comprobemos lo aprendido 2

E 1. Encuentre la longitud de la altura y el volumen del cono mostrado en cada figura.
a) b)

3. Calcule la diagonal del ortoedro de la figura.
H G

4. Calcule el area del hexagono regular de la figura:




Circunferencia

Seccion 1 = Angulos inscritos

Seccion 2 Aplicaciones de angulos
~inscritos




Unidad 7: Circunferencia

Seccién 1: Angulos inscritos
Contenido 1: Elementos y rectas notables de una circunferencia

Ejemlz)/o Identifique los elementos y rectas notables de la siguiente circunferencia.

La circunferencia es
una linea curva cerrada
formada por todos los
puntos del plano que estan
a una misma distancia de
un punto fijo llamado centro

De acuerdo con la figura, los elementos y rectas que se pueden identificar en la circunferencia
son:
Centro O: Punto equidistante de todos los puntos de la circunferencia.

Radio OP: Segmento que une el centro con un punto de la circunferencia.

Cuerda CD: Segmento que une dos puntos cualesquiera de la circunferencia.

D N N NN

Diametro AB: Cuerda que pasa por el centro de la circunferencia y su medida es el doble
de la longitud del radio.

Arco PQ: Porcién de la circunferencia comprendida entre dos puntos.

AN

—
Recta tangente PT : Recta que corta a la circunferencia en un unico punto, llamado punto
de tangencia. La recta y el radio trazado al punto de tangencia son perpendiculares entre
Si.

AN

«—>
v' Recta Secante CD : Recta que corta a la circunferencia en dos puntos distintos.

Dada la siguiente circunferencia, nombre cada uno de sus elementos y rectas notables.




Seccion 1: Angulos inscritos

Contenido 2: Medida de un angulo inscrito con uno de sus lados como diametro

P rComplete la siguiente demostracion para asegurar que en una circunferencia cualquiera

se cumple que

4 APB = 17 4AOB

donde el 2APB tiene el vértice
P en la circunferencia, zAOB es
angulo central y ambos angulos
subtienden el mismo AB.

.

N

Angulo Central: angulo que
tiene su vértice en el centro de
la circunferencia. En la figura
2 AOB es un angulo central
correspondiente al AB.

De/moytm,o{,éw

De inicio AO = OP, por ser radios de la circunferencia, entonces AOAP es triangulo isésceles.
Luego, por el teorema del triangulo is6sceles

A 0AP= @
Ademas, por el teorema del angulo externo en el mismo AOAP,
4AOB= 4 OAP+ @
Asi que, AA0B=2 ©)
Pero, A 0PA=4APB
Por lo tanto, A APB= 17 - @

4 OAP=40PA

4 A0OB=240OAP+ 4 OPA

Se consideran los angulos
asociados a una circunferencia:
centrales, inscritos y semiinscritos,
como la unién de segmentos con

4 A0B=2 A 0PA

® 0

4APB= - 4A0B

un origen comun.

Sea el £APB correspondiente alﬂﬁ, formado por un diametro PB
de la circunferencia y una cuerda PA cualquiera, y con vértice P en la
circunferencia. Sea ademas el angulo central £ AOB correspondiente
al AB. Entonces se cumple la igualdad.

AAPB= 15 £AOB

Donde el £AOB es angulo central y ambos angulos comparten el
mismo AB.

Es decir, la medida de un angulo que tiene un diametro de la circunferencia como uno de
sus lados y el otro es una cuerda, y cuyo vértice esta en la circunferencia, es la mitad de la

medida del angulo central correspondiente.




Unidad 7: Circunferencia

Ejemp/o A partir de la figura de la derecha, determine el valor de x
aplicando la conclusion anterior.

El £AOB es angulo central y el £ APB cumple las condiciones de la conclusién anterior y son

correspondientes al AB. Asi que, 2 APB = 17 4 AOB, es decir,

x=4APB= (7 (88°) =44°,
de donde x =44°.

Calcule el valor de x de acuerdo a cada figura.




Seccion 1: Angulos inscritos

Contenido 3: Medida de un angulo inscrito

P rComplete la siguiente demostracién para asegurar que en una P )
circunferencia cualquiera si £APB es un angulo inscrito, ZAOB es A
el angulo central y subtienden el AB, entonces
1
APB= - 4 A0B
.S > 3 A B
. J

waytra,ak}w

Se traza el diametro PC como se muestra en la figura de la derecha.

Sea APC=a, ABPC=5b. Como AO=0OP=O0B, por ser radios de
la circunferencia, entonces AOAP y AOBP son isésceles. Asi que, por
el teorema del triangulo is6sceles.

AOAP: _

40BP= ______=b
Ademas, por el teorema del angulo externo al AOAP,

4AOC= 4 OAP+ — g

4BOC=4BPO+__—_____=2b

©@ ®e OO0

Por otra parte, « Apg—= + =a+b

ZA0B=4A0C+4BOC=2a+2b=2(a+b),
de donde, Z4AOB=2

©

Por lo tanto, £ APB=

@

S

40AP=40PA=a
40BP=40PB=5

AAOC = 4 OAP+40PA = 2a
4BOC = 4BPO+#0PB=2b

ZAPB=40PA+40PB=a+b

4 A0OB=24APB

CHCNCNONONONS

4APB= % 4AOB.

¢



Unidad 7: Circunferencia

C

Al £APB se le llama angulo inscrito correspondiente al AB,
pues su veértice es un punto sobre la circunferencia y sus lados
son cuerdas de la misma. Su medida esta dada por

4APB= 3 4AOB

Es decir, la medida de un angulo inscrito es la mitad de la
medida del angulo central correspondiente.

> )

Ademas, todos los angulos inscritos correspondientes a un =)
mismo arco tienen la misma medida, es decir,

4ZAPB=24AQB

Eje’"P/O Calcule haciendo uso de la figura los valores de x y .

2AQB y £APB son angulos inscritos correspondientes al AB. En consecuencia,

4 AQB= 4 APB, de donde x = 50°.
Ademas, el £AOB es central y el ZAQB es inscrito, ambos correspondientes al AB.
Asi que, 4 AOB =24 AQB, es decir, y =2(50°) =100°.

Calcule los valores de x y y de acuerdo a la figura dada en cada inciso.

a) b)




Seccion 1: Angulos inscritos

Contenido 4: Comprobemos lo aprendido 1

t

1. Calcule el valor de a para cada figura.

a) : b) ] ) ? d) |

' \Z=

¢) f N9 L h 1
RY&A o)

240°
B

2. En la circunferencia de centro O y diametro AB , el ZAOC mide 54°. ; Cual es la medida del

+2BCO? B
o~

3. AC y BE son diametros de la circunferencia de centro O. Si 4 BOA =24COB, ¢cuanto mide
el 2.CDB?

u




Unidad 7: Circunferencia

Seccion 2: Aplicaciones de angulos inscritos
Contenido 1: Angulo semiinscrito

P (Complete la siguiente demostracion para justificar que en una
circunferencia cualquiera se cumple que la medida de un angulo con
vértice en B, formado por una recta tangente BP a la circunferencia
en el punto B y una cuerda de la misma, es igual a mitad de la

medida del angulo central £ AOB. En simbolos

5APB= 3 4A0B

L
De/moytra,oéén
Sea AABP=ay BP una recta tangente a la circunferencia en
el punto B. Asi que, OB y BP son perpendiculares, lo cual significa que
A40BP= ____ ©)
ZABO = 90°—a

Como AO = OB, por ser radios de la circunferencia, entonces el AOAB
es isosceles. En consecuencia

AABO= _____ =90°—a @
Ademas, en el AAOB se cumple que
4ZA0OB+4ABO+4BAO=____ ©)
4A0B+(90°—a)+_—_____=180° (@)
4A0OB+180°—— =180° 5)
A AOB =2a
AAOB=2________ ®)

Por lo tanto, #&ABP = % A AOB

£ OBP =90°

4 ABO=ZBA0=90°—a

£ AOB + £ ABO+ 4 BAO = 180°

£ AOB+(90°—a)+ (90° —a) = 180°

4 AOB + 180°—2a = 180°

@06 e

4 AOB =24ABP

—_



Seccidn 2: Aplicaciones de angulos inscritos

El 2APB es semiinscrito correspondiente al /A—I§, si su vértice
B es un punto sobre |a circunferencia y esta formado por una
recta tangente BP a esta y una cuerda AB.

Se cumple que
4ABP = - 4AOB

Es decir, la medida de un angulo semiinscrito es la mitad de la
medida del angulo central correspondiente.

I:_J'emplo A partir de la figura, calcule el valor de x.

Como el £ABP es un angulo semiinscrito a la circunferencia, entonces

£ ABP = 17 £AOB

70°= %x

x =140°

Calcule el valor de x para cada figura.




Unidad 7: Circunferencia

Contenido 2: Angulo interior

p (Complete la siguiente demostracién para justificar que en
cualquier circunferencia se cumple que

£ AED = 17 (4A0D + £ BOC)

L
Demostracion

Se traza el segmentoﬁ para formar el AAEC y los radios de la circunferencia con respecto
a los puntos A, B, C y D como se muestra en la figura de la derecha.

Por ser el AED un angulo exterior al AAEC, se tiene que

C B
4AED=4ACE+______ @ v
Por otra parte los 2EAC y 2 ACE son inscritos, asi que O
_1
4EAC= & _ @
1 A °
zACE= R — @

Si se sustituye (2) y (3) en (1), tenemos que:

AAED= 17 £AOD+ 174300

Por lo tanto AAED= 17 ( + ) @

sAED=4ACE+ AEAC

4EAC= — 5BOC

4ACE = 5 4A0D

® ©@0

£AED = 17 (4AOD-+£BOC)

Al angulo AED se le llama angulo interior, pues su vértice es
un punto interior de la circunferencia y sus lados son partes de
dos cuerdas. Su medida esta dada por

£ AED = 17 (4AOD+%BOC)

Es decir, la medida de un angulo interior es la semisuma de las
medidas de los angulos centrales correspondientes.




Seccidn 2: Aplicaciones de angulos inscritos
Ejemp/o A partir de la figura calcule el valor de x.

Se sustituye 4DEB=x, 4A0OC=161°y A4BOD=285° en

4DEB = 17 (4AOC + % BOD)

Se tiene que

x=17 (161°+85°) =123°

Por lo tanto, x=123°

Calcule el valor de x en cada una de las siguientes figuras:

a) 4BOC=75°,4A0D=103° b) 4BOC=85°, 4A0OD=123° <c¢) 4BOC=65°, 4A0C=111°




Unidad 7: Circunferencia

Contenido 3: Angulo exterior

p ~ - .
Complete la siguiente demostracién para asegurar que en
cualquier circunferencia se cumple que

£DAE = 17 (4 DOE— £BOC)

donde 2DOE y «BOC son los angulos centrales.

\_
Dwmtraoa‘,éw

Se trazan los radios de la circunferencia con respecto a los puntos B, C, Dy E y el DC para formar
el AACD como se muestra en la figura.

Como 2DCE es un angulo exterior al AACD se sigue que:

4DCE = +4DAC @
dedonde 4sDAC=______ —4CDA @
Por otro lado, £DCE y 2 CDA son angulos inscritos, asi que

ADCE=% — ®

4CDA= & @
Si se sustituye @ y @ en @ resulta:

4DAC = % 4DOE— + 4BOC)

4DAC= 5 ( —~ ) ®

= 1 (4DOE-5BOC) ®

Por lo tanto, £ DAE = = (4 DOE — £BOC).

(1)  #DCE=4#CDA+ #DAC

(2 4DAC=#%DCE—#CDA

@ 4DCE= 4 4DOE

@ 4CDA=} 4BOC

5  4DAC=  (48DOE—%BOC)
® 4DAE= - (sDOE—%BOC)

—_



Seccidn 2: Aplicaciones de angulos inscritos

Al 2DAE se le llama angulo exterior ya que su vértice es un
punto exterior a la circunferencia y sus lados son dos secan-
tes. Su medida esta dada por

£DAE = 17 (4 DOE—4BOC)

Es decir, la medida de un angulo exterior a una circunferencia
es la semidiferencia de las medidas de los angulos centrales correspondientes.

Ejemplo | Calcule el valor de x a partir de cada figura.
En ambos casos se completan las figuras con los radios requeridos y se aplica la férmula
de la conclusion.

a) 4BOC=30°, 4sDOE=80° b) zBOC=x, 4DOE=114°

a) Si se sustituye £ DAE por x, b) Si se sustituye £4BOC por x, £4DAE por
4 DOE por 80°y 4BOC por 30° 35°y 4DOE por 114° en la igualdad
en la igualdad 4DAE = - (4 DOE—4BOC)
4DAE = - (4 DOE — 5BOC) se sigue que
se sigue que 35°= 17(114°—x)
x = 5 (80°—30°) = 25° de donde
Por lo tanto, x = 25°. x=114°—2(35°) =44°

Por lo tanto, x =44°.

t

Calcule el valor de x en cada inciso.
a) zBOC=50°, sEOD=138" b) z£BOC=40°, 4EOD=100°

c) d)




Unidad 7: Circunferencia

Contenido 4: Comprobemos lo aprendido 2

t

1. Calcule los valores de a y B en cada figura.

a) b) c) 4BOC=84°
B B
B
o Q) A Q C
D :
50 o\ B
' o
Y A i 84
B

2. Calcule el valor de x en cada figura.

a) 4BOC=81°, sAOD=117° b) £BOC=70°, 4AOD=60° ) £BOC=49° 4DOE=x
B D
9
c
117°

d) £COD=134°, 4BOC=x

134°

3. Calcule en la figura, el valorde ay psia= %B :

4BOC=a, £A0OD= B




Estadistica

Seccion 1 Presentacion de tablas
~ ygraficas




Unidad 8: Estadistica

Seccidén 1: Presentacién de tablas y graficas
Contenido 1: Conceptos basicos de estadistica

(Concepfos Bésicoa

v/ Estadistica: Es la ciencia que se encarga de recopilar, organizar,
procesar, analizar e interpretar datos numeéricos con el fin de deducir

las caracteristicas de una poblacion, para una toma de decisiones % iiiiii i
mas efectiva. M i;iiii* ]
v' Poblacion: Es un grupo de personas u objetos que se quiere i{M fMTii )
examinar para extraer conclusiones. 1 fopd t 4
v" Muestra: Es la parte de una poblacion que se toma como
representativa de esta.
v" Individuo: Es cada uno de los elementos de una poblacion.
v/ Variable estadistica: Caracteristica observable de interés en un estudio. Las variables se clasifican

en cualitativas y cuantitativas.

® Variable cuantitativa: Sus valores son numéricos.

Ejemplo:
Numero de mascotas que hay en
los hogares de Managua.

® Variable cualitativa: Sus valores no son niUmeros.
Ejemplo:
Género de los estudiantes de 9no grado.

P Para determinar cual es la clase favorita de los 50 estudiantes de 9no grado de un Centro Educativo
de Managua, se entrevisté a 12 estudiantes.
En esta situacion, ¢,cual es la poblacién, la muestra y cuales los individuos?

La poblacién en este estudio son los 50 estudiantes de 9no grado, la muestra la conforman los 12
estudiantes entrevistados y un individuo es cada uno de los estudiantes.

1. Indique en las siguientes situaciones propuestas la poblaciéon, muestra e individuo:

a) Unaencuesta aplicada a 100 personas de las 500 que entraron a una tienda en un dia determinado.

b) Los estudiantes de 7mo grado del Centro Rigoberto Lopez Pérez son 45 y se entrevista a 6 de
ellos para conocer las causas mas frecuentes de inasistencias a clases.

¢) En un dia cualquiera acuden 900 personas a un hospital y se entrevista a 300 de ellas para
conocer las causas mas frecuentes para asistir al hospital.

2. ldentifique en cada situacion cual es la variable y qué tipo de variable es.

a) Color de ojos de los estudiantes de 9no grado del Instituto Maestro Gabriel.
b) Edad de los estudiantes de 7mo grado del Instituto Camilo Zapata.

—_



Contenido 2: Tabla de categoria, frecuencia absoluta (f}) y grafica de barras

P

Seccién 1: Presentacion de tablas y graficas

(Complete la siguiente tabla en la que se registra informacioén de 30 estudiantes acerca de su
pasatiempos favoritos. En la figura de la derecha dibuje un rectangulo con el ancho dado por
cada categoria y altura igual al nUmero de estudiantes que disfrutan el pasatiempo.

S

~

_ N° de Pasatiempos
Pasatiempos Conteo .
estudiantes
Escuchar musica I 5 15
Ver TV 1 10
Practicar un deporte i 4 °
Bail i Ver ractic Baila Dorr
allar Ml Escuchar  Ver Practicar  Bailar Dormir
Dormir I masica TV on
deporte
Total 30
k )

Se termina de llenar la tabla contando las plecas de la columna de conteo.

Pasatiempos Conteo estI:;i:r?tes
Escuchar musica WM 5
Ver TV I 12
Practicar un deporte /1] 4
Bailar Wl 6
Dormir /l/ 3
Total 30

Como el ancho de los rectangulos por construir esta determinado, se utilizan las frecuencias
como altura. Por ejemplo, a la categoria escuchar musica le corresponde un rectangulo de altura

5 unidades.

15

10

5 12

0
Escuchar  Ver Practicar Bailar Dormir
musica TV un

deporte

Los pasatiempos Escuchar musica, Ver TV, Practicar un deporte, Bailar y Dormir se llaman
categorias. El nUmero de veces que ocurre una categoria se llama frecuencia absoluta f; y el
grafico con los rectangulos que aparece en la parte superior se llama grafica de barras.

ﬂ—



Unidad 8: Estadistica

C

Una categoria es una caracteristica definida a propésito para agrupar la informacion.

La frecuencia absoluta (f,) es el numero de veces que aparece un valor para determinada
categoria.

Grafica de barras es un grafico formado por columnas que se construye
trazando los ejes horizontal y vertical con interseccion en el origen; luego se
escriben las categorias en el primero decidiendo algun ancho, y se dibujan las
barras con altura igual al valor de la frecuencia correspondiente.

t

a) En la siguiente tabla se registra la informacién proporcionada por 37 estudiantes sobre cual
es la asignatura preferida. Llene las casillas vacias de la tabla y construya una grafica de

barras.
Asignatura favorita Conteo Z{)es%‘lﬁ';‘:i;
Lengua y Literatura I 10
Matematica WW //
Inglés I
cess Il
CCNN ///
Total 37

b) Pregunte a sus compafieros de aula cual de las siguientes comidas es su favorita y complete
la tabla con el conteo de repeticiones en cada categoria y la frecuencia absoluta. Construya
una grafica de barras.

*

Comida favorita

Conteo

Frecuencia
absoluta f;

Vigorén

Baho

Gallopinto

Nacatamal

Total




Seccién 1: Presentacion de tablas y graficas

Contenido 3: Tabla de frecuencia relativa y porcentual

P fLa siguiente tabla muestra la estatura de estudiantes de la escuela Josefa Toledo. Calcule\
los valores que faltan.
f f La notacion 1,41 - 1,50 se
Estatura (m) Ji 200 (W)mo refiere a la agrupacion de las
141 -150 20 alturas que oscilan entre 1,41m
: . y 1,50m, siendo en este caso
1,51-1,60 60 20. Tal agrupacion se :
1.61-170 90 045 conoce como clase o ii
intervalo. Y
1,71-1,80 30 15
X Total 200 )

S

Segun lo indicado en el encabezado de la tercera columna, se debe encontrar los cocientes

2{)?0 : 22000, 26000, 29000 y 23000 ; luego se multiplica cada uno de estos resultados por 100

para llenar la ultima columna.

Estatura (m) fi 2{)50 (2{)50 )100
1,41-1,50 20 0,1 10
1,51-1,60 60 0,3 30
1,61-1,70 90 0,45 45
1,71-1,80 30 0,15 15
Total 200 1 100

C

El numero decimal que se obtiene dividiendo la frecuencia absoluta de cada categoria entre el
numero total de individuos se llama frecuencia relativa y se denota por f.. Si esta se multiplica
por 100, se obtiene el porcentaje de ocurrencia o frecuencia porcentual, denotado por f;-%.

t

La siguiente tabla muestra las edades de 20 estudiantes de 10mo grado del Centro Publico
Rigoberto Lopez Pérez.

Complete la tabla:

Edad /: fi £:%
14 afios
15 afios
16 afos
17 afios
18 afios
19 afios
Total 20

ﬂ—
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Unidad 8: Estadistica

Contenido 4: Grafica de faja e interpretacion

? rLa siguiente tabla y su respectiva grafica de barra muestra la cantidad de sorgo exportado\
por Nicaragua, hacia algunos paises.

. 0 Cantidad de sorgo exportado por Nicaragua

Pais Sorgo (q9) | % 200
El Salvador 260 0,1 10 1000
Costa Rica 1 040 0,4 40 288
Honduras 780 0,3 30 400
Ot 200

ros 520 0,2 20 0 . .

Total 2 600 1 100 El Salvador Costa Rica Honduras Otros

¢ Como se puede visualizar la razén (en porcentaje) de la cantidad de sorgo exportada a

Kcada destino mencionado, utilizando la grafica de barra que corresponda a la tabla dada?

Las alturas de las barras del diagrama dado se pueden llevar a la escala porcentual (%)

Cantidad de sorgo exportado por Nicaragua

40%
30%
20%

0

El Salvador Costa Rica Honduras Otros

y luego se juntan estas cintas de mayor a menor hasta obtener la siguiente faja

| Cantidad de sorgo exportado por Nicaragua |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

El Salvador

Costa Rica (40%) Honduras (30%) (10%)

Otros (20%)

La figura construida se denomina grafica de faja y permite visualizar la relacion entre la cantidad
de sorgo exportado a cada pais, expresada en porcentajes, y el numero total de quintales de
sorgo, considerado en este caso como el 100%.

Una grafica de faja es un recurso estadistico que facilita la apreciacién visual de la relacion
entre la frecuencia porcentual de cada categoria y el total de individuos, considerado como
el 100%. Para construir una grafica de faja se coloca en una recta horizontal el rectangulo
que corresponde a la frecuencia porcentual de cada categoria ubicandose de mayor a menor,
de izquierda a derecha. Si aparece la categoria Otros, esta se ubica al final sin importar el
porcentaje de esta.

t

La tabla de la derecha muestra el nimero
de pacientes segun enfermedad. Enfermedad Ji Jr | Jr%
a) Complete la tabla. Dengue 450
b) Construya una gréafica de faja. Zika 360
Enfermedades digestivas 540
Enfermedades respiratorias 180
Otros 270
Total 1 800

—3—



Seccién 1: Presentacion de tablas y graficas

Contenido 5: Aplicacion de grafica de faja

P (La siguiente grafica de faja muestra los porcentajes de las preferencias de 40 estudiantes por\

las asignaturas basicas de 9no grado.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
L B B L B B B |
Ciencias Lengua
Matematica (%) Ciencias Sociales (%) Naturales y Literatura
( %) ( %)

a) Encuentre la frecuencia relativa correspondiente a cada asignatura preferida.

b) Calcule el numero de estudiantes correspondientes a cada categoria.
\ J

a) Leyendo la informacion reflejada en la grafica de faja se puede ver que el % de Matematica
es 35%, el de Ciencias Sociales 30%, Ciencias Naturales 20% y Lengua y Literatura 15%.

b) El numero de estudiantes correspondientes a cada asignatura es:

Matematica: (40) (13T50> =14, Ciencias Sociales: (40) <%> =12,

Ciencias Naturales: (40) <%> =8, Lengua y Literatura: (40) (11T50) —6

C

A partir de una grafica de faja se identifica la parte que ocupa el porcentaje de cada categoria
y su relacién con el porcentaje total o longitud de la faja.

1. La siguiente grafica de faja muestra los datos porcentuales que se obtuvieron al preguntar a
un grupo de estudiantes de 9no grado sobre su comida tipica favorita.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
L B L L e L B o S L S |
Baho ( %) Vigoron (%) Nacatamal ( %)

Identifique el porcentaje que corresponde a cada comida. Encuentre el numero de estudiantes
que prefieren cada comida tipica.

2. La siguiente tabla muestra el inventario de los articulos en una tienda.

a) Complete la tabla con los valores correspondientes de las frecuencias relativas.
b) Construya una grafica de faja.

Articulos )i fr %
Pantalén 306
Camiseta 153
Vestido 207
Falda 234
Total 900

ﬂ—



Unidad 8: Estadistica

Contenido 6: Grafica de sectores circulares

.. . . - , )
La siguiente tabla muestra los pasatiempos favoritos de un grupo de jévenes, y el circulo es
un recurso visual que se usara para representar por medio de trozos los valores de fr% :

Pasatiempo Favorito /i [r% Angulo Pasatiempo Favorito
Escuchar musica 90 45
Ver TV 30 15
Redes Sociales 60 30
Leer 20 10
Total 200 100

a) Calcule la medida del angulo que corresponde al 1% de 360°.
b) Complete la ultima columna de la tabla referida a los angulos centrales.
c) Divida el circulo dado en porciones segun los porcentajes encontrados.

\d) Senale el pasatiempo favorito en el grupo total de jévenes.

S 360°

a) Se considera el angulo 360° como el 100%, de modo que el 1% corresponde a 100 — 3,6°.

J

b) Para dibujar cada angulo central, circulo, correspondiente a cada porcentaje, se multiplica 3,6° por

cada frecuencia porcentual. . .
Pasatiempo Favorito

Pasatiempo Favorito | f | £% Angulo Leer 36°, 10%
o o  weno \ Escuchar

Escuchar musica 90 45 (3,6°)(45) =162 Redes e

o o Sociales, 162°,
Ver TV 30 | 15 | (36°)(15)="54 1080, 45%

0,
Redes Sociales 60 30 (3,6°)(30) =108° 30%
Leer 20 10 (3,6°)(10) = 36° j
5 Ver TV,

Total 200 | 100 360 54° 15%

c) El circulo dado aparece a la derecha indicando el porcentaje y el angulo central de cada categoria.
d) El pasatiempo favorito es Escuchar musica, porque tiene la mayor frecuencia absoluta.

Las graficas de sectores circulares pueden representar frecuencias absolutas o relativas y se
usan para variables cualitativas. El procedimiento para disefiar una grafica de sector circular:

1. Se encuentra la frecuencia porcentual de cada categoria.

2. Se multiplica cada frecuencia porcentual por 3,6°.

3. Se dibuja en un circulo el angulo central que corresponde a cada numero obtenido en el paso 2.

t

La tabla de la derecha muestra un inventario de libros Libros fi | f% | Angulo
de textos de una biblioteca. Historia 210
Literatura 280
a) Complete la tabla con los valores correspondientes. Matematica 70
b) Construya la grafica de sector circular. Quimica 140
Total 700

—_



Seccién 1: Presentacion de tablas y graficas

Contenido 7: Representacion de la frecuencia acumulada mediante ojivas

P (La tabla contiene el registro de libras de sal vendidas Dias f; F; A
durante la semana, realice lo siguiente: Lunes 8 8
a) Complete el dato de frecuencia acumulada (F;). Martes 4 12
b) Grafique una ojiva con estos datos. Miércoles 6
c) ¢Cual fue el dia que se vendié mas sal? Jueves 2 20
Viernes 3
Total 23
\_ J
S a) La casilla del Miércoles se completa con la b) Se trazan dos ejes perpendiculares:
suma del valor F; de Martes, que es 12 con el El horizontal para los dias y el vertical
valor f; de Miércoles, 6, es decir, 12+6=18. para la cantidad acumulada de libras.
Se procede igual con las demas: Cada punto se ubica a la mitad del ancho
de la categoria y a una altura dada por F;.
Dlas J . Libras
Lunes 8 8 o5 ! 23
Martes 4 12 20
Miércoles 6 18 20 18
Jueves 2 20 15 12
Viernes 3 23 10 8
Total 23 5
c) Eldia de mayor venta fue el Lunes. 0 Lunes Martes Miérc. Jueves Viernes

C

En una categoria, la suma de las frecuencias absolutas de categorias precedentes y la
actual se conoce como frecuencia acumulada, denotada por F;.

La grafica que representa los valores de F; por categoria se llama ojiva, y se construye de
la siguiente manera:
1. Se trazan dos ejes perpendiculares entre si, designando al eje horizontal para las
categorias y al eje vertical para la frecuencia acumulada.
2. Se marca el punto medio de cada segmento que representa una categoria.

3. Los puntos que generaran el grafico se ubican tomando como referencia las marcas
hechas en 2.y las frecuencias acumuladas que funcionaran como altura, luego se unen
estos puntos con segmentos.

t

La tabla de la derecha contiene el registro de las libras Dias fi F
de queso vendidas durante una semana: Lunes 5
a) Complete los datos que faltan en la tabla. Martes 4
b) Grafique una ojiva. Miércoles 6
Jueves 3
Viernes 5
Total 23

¢



Unidad 8: Estadistica

Contenido 8: Comprobemos lo aprendido

t

1. La siguiente tabla muestra la cantidad de sorgo exportado por Nicaragua hacia otros paises.

a) Calculelos angulos que corresponden
en un circulo a los datos dados.

b) Construya una grafica de barras, otra
de sectores circulares y una de ojiva.

Pais Sorgjcfl; @) £ | £% | Angulo
Salvador 260 0,1 10
Costa Rica 1040 0,4 40
Honduras 780 0,3 30
Oftros 520 0,2 20
Total 2 600 1 100

2. Se pregunt6 a estudiantes de 9no grado del Instituto Miguel de Cervantes en los arfios 2011
y 2017 sobre el deporte de su preferencia, encontrando los resultados sefalados en la tabla.

A partir de esto:

a) Indique la poblacibn, muestra e
individuos de la situacion presentada.

b) Calcule el porcentaje que representa el
numero de estudiantes entrevistados en
cada afio.

c) Construya una grafica de faja por cada
afo y sefale las diferencias que hay
entre los resultados de los estudiantes
que prefieren el futbol en 2011 y 2017.

201 2017
Deporte
S| 5% | S| A%
Futbol 70 82
Basquetbol 35 28
Voleibol 7 52
Béisbol 63 38
Total 175 200




Solucionario
Paginas del LT: 1 ~ 19

Solua:oww
UNIDAD 1
Seccion 1 Contenido 1 (8§1C1)
a) x%+5x b) 4x% —3x
c) 2x%+6x d) 6x?—3x
e) —x?—2x f) —3x?+3x
g) x?—6x h) 12x? + 20x
i) —10x% + 35x
S1C2

a) xy+5x+4y+ 20
b) xy—3x+2y—6

c) 3xy+x+18y+6
d) 5xy—6x+35y—42
e) 2x?+ 11xy + 15y?
f) 35x? + 13xy — 12y?

S1C3

a) x?+xy+9x +4y + 20
b) x? +xy —4x +3y—21
c) 6x2+3xy+29x+y+9
d) 6x* —3xy+16x+y—6

S1C4
a) x+y+5
X x+1
x? +xy + 5x
+ x+y+5
x> +xy+6x+y+5

b) x+y—3
X x+5

x? 4+ xy —3x
+5x+5y—15
x? 4+ xy +2x + 5y — 15

c) x—3y+7
X x—4

x? —3xy + 7x
— 4x +12y—28
x? —3xy+3x+ 12y —28

d x—4y-8
Xx—6

x% —4xy — 8x
—6x + 24y + 48
x? — 4xy — 14x + 24y + 48

S1C5
E1 a) x%+7x b) 12x? + 15x
¢) —x*+2x d) —10x% + 35x

E2 a) xy+5x+3y+15
b) xy —4x+2y—8
c) 4xy—6x+ 32y—48
d) 8xy+18x—4y—9

E3

a) x2+xy+13x+5y+40

b) x?+2xy—4x—2y+3

¢) 14x% +51xy + 18x + 40y? + 45y
d) 15x% — 38xy + 6x + 24y* — 8y

E4
a x +y+9
Xx +5
x? +xy+ 9x

+ 5x+5y+45
x? + xy+14x + 5y + 45
b) x—6y+8
X x—=17
x? — 6xy + 8x
—7x+ 42y — 56
x? —6xy +x +42y—56

S2C1
a) x>+ 13x+40 b) x?+8x+12
o) Y2+ 7y+12 d) y?+ 16y + 63
3 3 5
2 = 2,242
¢ x+x+oz H ¥y +sy+3
S2C2
a) x*—2x-235 b) y2—y—6
c) x*—2x—24 d) y*?—4y—45
e) x2—13x+42 ) y?>—13y+40

S2C3

a) 3x2+13x+4 b) 8x%+14x+3
¢) 2x24+9x—5 d) 6x%2—x—15
e) 3x2—13x+4 D 6x%—17x+ 12

S2C4
a) x*°+8x+16 b) x*+4x+4

¢) x*+12x+36 d) x%+2mx+m?

e) x2+lx+i f) x2+zx+l
2 16 3 9

S2C5

a) x*—2mx+m? b) x>—8x+16

¢) x2—10x+25 d) x*>—12x+36

1 2 1
2 _ _ 2 _ 2 _
e) x x+4 H «x 3x+9
S2C6
a) x2—16 b) x? —m?
c) x2—25 d) x*-36
1 1
2 _ 2 _ 2
e) x 7 H «x 3

S2C7
E1

a) x%+11x+24
¢) 6x? —17x — 14

b) x% 4+ 4x —45
d) x%—10x + 24

1 3
) x2———=x—=

2
2 —
e) x +x+9 20 z

E2

a) x>+ 14x+49 b) x?—18x+81

3 9 4 4
2.2 d) x2— 24X
c) x +2x+—16 ) x 3x+9

e) 4x%+20x+25 f) 16x*?—24x+9

E3 a) y2—49 b) y*-36
9
2= d) x*y*—16
¢y 16 ) x%y
e) 4x>—25 ) 9x*—49
Desafio

a) x> +y*+2xy+6x+6y+9

b) x% +y% +47% + 2xy + 4xz + 4yz

¢) a’>+b?+2ab—8a—8b+16

d) x? +4y? + 7% + 4xy — 2xz — 4yz

e) 9x? +y% + 22 — 6xy + 6x2 — 2yz

f) 4x? +y? + 162> — 4xy — 16xz + 8yz

Desafio

a) 4x> +18x +8

b) 9x2 + 36x + 35

¢) 16x? —12x — 54
d) 25x? + 15x — 28
e) 36x% —120x + 99
) 49x? — 77x + 24

Desafio

a) x3+3x2+3x+1

b) x> —6x* +12x—8

¢) x3+9x% +27x + 27

d) x3 + 6x%y + 12xy? — 8y3

S2C8
a) 8+2V15 b) 13 —2v42
c) 2 d) 7+4V3
e) 11—6v2 fH 1
S2C9
a) \/ggﬁ b) V342
c) V3—-1 d) 3v2+3
V10 -6 V10 +2
e) ~— _*~ f)
2 3
$2C10
E1 a) 7+2V10 b) 41+ 12V5
¢) 13+4v3 d) 35+8V6
E2 a) 5+42V6 b) 14—6V3

ﬂ—



Solucionario

Paginas del LT: 19 ~ 39

¢) 19—-6v2

E3 a)
c)

N Gl

S
N

E4 a
) —3

N
)

<)

2

3v2—2v3
€) —

g) 3—-2V2

s3c1

a) 3(x+3)
©) 4(2x +3)
e) 3(x—10)

S3C2

a) x(x+2)

¢) x(x—4)

e) 3a(a—3)
g) 15a(a—1)

S3C3

a) (n—3)(x+y)
c) (@a=2)(x—1)
e) (a—b)(3x+2)

d) 11-4v6

b) 2
d 11

b) 2V3+ 2v2

5vV3+5
2

) 3+v6
h) —7—4+3

d)

b) 4(x+3)
d) 2(x—5)
f) 3(4x—-5)

b) x(x+5)
d x(x—-1)
) 2m(m—3)
h) 3x(x +2y)

b) x=D2+y)
d) Ba+b)(m-1)

) (a+b—-2)(4x—-5)

S3C4
a) (x+3)(x-3)

o (D]

b) (x+4)(x—4)

o (oo

e) (2x+3)(2x—3)
f) (3x+5)(3x—5)

S3C5
E1

a) m(m—n)

¢) a(2x—3y)
e) x(a+b+c)
g) 4b(2a*—b)

E2
a) (a+b)(x+y)
c) (a+D(x—-1)

e) (m—1)(2x+3y)

E3
a) (x+6)(x—6)

2 2
c) (x +§)(x —§)

b) a(a—Db)

d) 2a(2x +1)

f) ab(1+ 4ab)

h) 3(x% —4xy + 2y)

b) (n+2)(a+1)
d) (a+5)(x—-3)
f) (x+y)(4a —5b)

b) (x +10)(x — 10)

3 3
d) (x+ Z)(x - Z)

e) (2x+5(2x—-15)
) Bx+7)(Bx—=7)

—_

S3C6

a) (x+5)?
¢) (x+9)?
e) (x—6)°

S3C7

a) (x+2)(x+3)
¢) (x+3)(x+5)
e) W+ +7)

S3C8

a) (x—2)(x—4)
¢) (x+3)(x—2)
e) (x—4)(x+3)

S3C9

a) Bx+5)(x+1)
¢) (dx+1)(x+1)
e) (Bx+2)(x+2)

S3C10

a) (x—1(2x—-1)
¢) (x+1(Bx—2)
e) (x—1(5x+3)

S3CM

Ela) (x+2)2
) (x+ 10)2
e) (x—5)*

E2

a) (x+4)(x+5)
) (x—=7Nx—4)
e) (x+6)(x—2)

E3

a) bx+2)(x+1)
¢) Bx—7)(x—-1)
e) (4x—3)(x+1)

b) (x+7)?
d) (x—4)?
) (x-8)?

b) (x+3)(x+4)

d +3)+6)
f) (x+2)(x+5)

b) (x—2)(x—9)
d) (x+5)x—-3)
H (x=7)(x+2)

b) (7x+3)(x+1)
d) 2x+3)(x+2)
H 2x+3)Bx+1)

b) (x—=2)2x—1)
d) Bx+5)(x—1)

) Bx—-2)2x+1)

b) (x+ 6)2
d) (x—3)?
N (x—7)?

b) (x +4)(x+ 6)
d (x=3NE-7)
) (x=7)(x+4)

b) (7x+ 1)(x +2)
d 2x=-7)(x—-1)
H (7x+5)x—-1)

E4 a) 6(x —2)(x +2)
b) 3(x —4)(x + 4)

¢) 2a(x +3)?

d) 3a(x+2)(x + 3)
e) 2n(x —4)(x + 3)
f) 3ax+1)(x + 3)

Desafio
a) 2(x+3)(x—3)
¢) 2n(m — 2)>?

Desafio
a) x®+8

b) 3(x +2)(x — 2)
d) 3G +2)(x+1)

b) (x —2)(x% +2x + 4)

¢) (x+3)(x*—-3x+9)
d) (4x —y)(16x2 + 4xy + y?)

UNIDAD 2
S1C1 E1

a) 3x=13—

b) —5x =12 +[3]
—5x =[15]

S1C2

E1 Maiz: x? = 36
Frijoles: 5x% = 80
Tomates: 20x% = 20

E2 a),c)ye)

S1C3

a) =33 b)) =22 ¢ 3 d)-2
s1ca

E1 8m

E2
a) x=43 b) x=+V5 ¢) x=14

S1C5

a) x=1,-3 b) x=5,-1
¢) x==5++V3, =5-3

d x=7,-1 e) x=1,-9
D x=6-v5 6+5

S1Cé6

E1 a) x= b) x =45

C) X = d) iZX/E
E2 a) b) x=1,-3
¢) x=34++5,3-+5
d) x = =3 ++15, —=3—+15

E3 Ancho:9 m,Largo: 18 m
E4 9m



S2C1
a) (x+1)%>+4 b) (x +5)*>—32
c) (x—2)*-5 d) (x+2)>—4
S2C2

a) 2(x+ 1)*+1
c) 4(x—1)*+3
e) 2(x —2)*—17

b) 3(x + 1)*+2
d) 5(x—1)>+1

S2C3
a) x =—4,2 b) x = —6,2
¢) x=3,5
dx=1+v2, 1-+2
S2C4
a) x =-5,1 b) x =—6,2
¢) x=-1,15 d)x=-1,3
Desafio
22 22
a)x=£_2' _2_£
2 2
39 39
b)x=£—2, —2—£
3 3
S2C5
5+vV5 5-45
a)x = ,
2 2
—7+V41 -7-+41
b)x: )
2 2
5+v17 5-+17
C)x: ,
4 4
3+vV3 3-V3
d) x = ,
3 3
S2C6
a) x =2,-3 b) x =3,5
¢) x=-51 d) x =-6,2
e) x=15-1 ) x=-1,3
S2C7
a) x =0,-5 b) x =0, 3
c) x=0,3 d)yx=-2
e) x =-3 ) x=4
S2C8

E1 a) x=-10, 2
b) x =242, 2-+2
) x=-7,1
d) x=5+v2, 5-+2

2 1
a) x 1, 3 ) x 1, 3
3+45 3-+5
C) x = ,
4 4
1+v3 1-43
Dx=—= —

f) 3(x—2)2—20

E3 a) x=-2, -8 b) x=5 -9
¢c) x=1, 5 d) x=-4, 6
e) x=0,-7 ) x=0, 4
g x= -5 h) x=6
S3C1

a) La ecuacion tiene dos

soluciones en los niimeros reales.
b) La ecuacién tiene una

solucién en los niimeros reales.
¢) Laecuacién no tiene

solucién en los nimeros reales.
d) La ecuacién tiene dos

soluciones en los nimeros reales.
e) Laecuacion tiene una

solucién en los niimeros reales.
f) Laecuacion no tiene

solucién en los nimeros reales.

S3C2

a) x2—7x+12=0
b) x2+x—20=0
¢) x> +8x+15=0

7 3
2 __ - =

d) x 2x+2 0
e) x2—2x—1=0
) x> +2x—1=0

S3C3
a) Laecuacidn tiene dos

soluciones en los numeros reales.
b) La ecuacion tiene una

solucién en los nimeros reales.
¢) Laecuacién no tiene

solucién en los nimeros reales.
d) Laecuacién tiene una

solucién en los nimeros reales.
¢) Laecuacién no tiene

solucién en los nimeros reales.
f) La ecuacién tiene dos

soluciones en los niumeros reales.

E2

a) x2—7x+10=0
b) x2—x—6=0
c) x2+5x+4=0
d) xz—%x+%=
e) x?—2x—2=0
f) x2+2x—-2=0

S3C4
a) Ancho:5m, Largo: 12 m

b) Ancho: 7 m, Largo: 12 m
c¢) Altura: 7 m, Base: 12 m

S3C5

E1 a) 4 b)
E2 a) 37 b)
Desafio

Solucionario
Paginas del LT: 40 ~ 60

8y9,0—9y—8
12

a) 7cm b) 8m,16m c) 5m

d) 8,-5 ¢ —10,
g) 8cm h) —4,8

UNIDAD 3
S1C1

a) 1C b) HIC
d) IC e IIC
hy 1C

g lIC

s1c2
E1a)b)

13 ) =9,5

o IC
f) IVC

—4/(:; -2 -1

E2 a) b)

y=-2r+3

-4 -3 -2




Solucionario
Paginas del LT: 61 ~ 66

S1C3
X -5 —4 4 5
y 25 16 16 25
S1C4
)| x [—2][-1]o]1]2

b)

3x2 (12 3 |0 | 3| 12

|
I
|
|
|
|
|
|
I
1
|
|
|
|
|
'
1
|
|
|
|
|
1
|
|
|
2

1. Vértice es el origen de coordenadas
(0,0).

2.Es concava hacia arriba

a) 1.Vértice es el origen de coordenadas
(0,0).
2.Es concava hacia abajo
b) 1.Vértice es el origen de coordenadas
(0,0).
2.Es concava hacia abajo
S1C6
E1a)b)c)
s y=3x y=3x—2
v
5
y=x+2
4
3
2
1
-1 o/1 2 3 4

E2
a) y b2

y = 3z? 6

9

1
kA

1 2 i

-3 =2 -1 0
1. Vértice es el origen de coordenadas
(0,0).

2.Es simétrica con respecto al eje y
3.Es cdncava hacia arriba

4, Dominio: todos los niimeros reales

5.Rango: todos los nimeros reales
no negativos

b) v

2 1 o 1 2

1. Vértice es el origen de coordenadas
0,0).
2.Es simétrica con respecto al eje y
3.Es céncava hacia abajo
4.Dominio: todos los ndimeros reales
5.Rango: todos los niimeros reales

no positivos

E3 E4 A y=4x?
y

4

| A
~
|
W
|
N
|
BN
o
N
N
@
N

<
<



Solucionario
Paginas del LT: 68 ~ 70

S2C1 a) Vértice: (2,0) E2
b) Vértice: (—2,0)
a)
Yy
y=12"+2 ©) 9
6
y=2a"—1 5
4
T
3 2 -1 \ 7 1 2 3 e
1 ?
1
a) 1.Elvérticees (0,2) 2 -1fo1 2 3
2.Es concava hacia arriba Veértice: (3,0) b)
d) vt
o 1
b) 1.Elvérticees (0,—1) I
2.Es concava hacia arriba 3
~4
-6
c)
3 —2 - 3 -8
Vértice: (—3,0)
c)
S2C3
E1
a) Y
1.El vértice es (0,1)
2.Es céncava hacia abajo Tt
3 2 1 o 1 2 3
S2C2 Vértice: (1,0) n
b) vy
y=(xr+3)?* v
4
3
1
T
%5 -4 13 22 F1 |o 1

Vértice: (—3,0)

ﬂ—



Solucionario

Paginas del LT: 71 ~ 75

S2C4

y=2(x+1)>*+1 1

y=x—17>+1

4 -3 -2 -1 0 1

a) Vértice: (1,1)
b) Vértice: (—1,1)

L Yy
4

y=2Az+1)?-2

c) Vértice: (1,—-2)

d) Vértice: (—1,-2)

S2C5

a) Vértice: (2,1)

b) Vértice: (—1,—1)

—@—

S2C6

b)

y=2'4+2r+45

3 2 -1 |o 1 2 3

Vértice: (—1,4)
Eje de simetria: x = —1
Intercepto: (0, 5)

y=1"—dr—1
—6

Vértice: (2,—5)
Eje de simetria: x = 2
Intercepto: (0,—1)

Desafio

a)

y=22%—Br+4
Vértice: (2,—4)

Eje de simetria: x = 2
Intercepto: (0, 4)

-

y=2%+4c13

-3 -2 -1 o 1

Vértice: (—1,1)

Eje de simetria: x = —1

Intercepto: (0, 3)

S2C7

a) b 2 4 bz -5

Vértice: (3,4)
Eje de simetria: x = 3
Intercepto: (0, —5)



b) y=—2'— 2 +2 Y c)
3
1
_ -+ 3 12 -1 Jo \1 2
-1
-3
|
Vértice: (—1,3)
Eje de simetria: x = —1
Intercepto: (0, 2) d)
S2C8
E1
a) Y1
6
4
y=(xH172+3 ’
2
1
&
3 2 - 0 1 I
E2
Vértice: (—1,3) a)

b) v

Vértice: (—1,—2)

=2 = o 1 2 3 1

¥ f2e 37— |19

Vértice: (—3,—-1)

y=a"+6r+4

Vértice: (—3,—5)
Eje de simetria: x = =3
Intercepto: (0, 4)

b) y
i
3
&€
5 4 3\ 2/ -1 |o 1

Vértice: (—2,—1)

Eje de simetria: x = —2

Intercepto: (0, 7)
c) y

\ y=—x2+4x

4 -3 2 1 1 2 3 5 6 x

Vértice: (2,4)

Eje de simetria: x = 2

Intercepto: (0, 0)
S3C1
a) Minimo:y = 4

No existe un valor maximo para y
b) Maximo:y = —3

No existe un valor minimo para y
¢) Minimo:y =1

No existe un valor maximo para y
d) Maximo:y = -2

No existe un valor minimo para y
S3C2
a) Maximo:y =6 Minimo:y = 2
b) Maximo:y = 18 Minimo:y = 3
Desafio
a) Maximo:y =3 Minimo:y = =5
b) Maximo:y =3 Minimo:y = -3
¢) Maximo:y =3 Minimo:y = —3

Solucionario
Paginas del LT: 75 ~ 80




Solucionario
Paginas del LT: 81 ~ 101

S3C3
a) Maximo:y =7 Minimo:y = —2
b) Maximo:y =6 Minimo:y = —2

Desafio

a) Maximo:y =3 Minimo:y = —13
b) Maximo:y =5 Minimo:y = —13
¢) Maximo:y = —13 Minimo:y = —67

S3C4

E1

a) Maximo:y =7 Minimo:y =4
b) Maximo:y =7 Minimo:y =3

E2
a) Maximo:y =12 Minimo:y =3
b) Maximo:y =19 Minimo:y =7

E3
a) Maximo:y =1 Minimo:y = -2
b) Maximo:y =2 Minimo:y = -2

S3C5

a) Seax lalongitud de la altura.
Sea y el area.
y =—x?+8x

b) Altura: 4 m,Base:4 m

UNIDAD 4
S1C1

a) 5
d) 9

b) 5
e) 4

c) 9
) 5
S1C2

1

E1 -
a) 3
E2 9cm

1 5
b) — —
) 5 9 7

S$1C3

E1

AB MN 1
P 3,entonces

los segmentos AB y CD son
proporcionales a los segmentos

EFy GH.

E2

AD EH 2
a) =

E = ﬁ = §, entonces
la base y la altura del rectangulo
ABCD son proporcionales a las

del EFGH.

AD 4 EH X

A5 = 9'FF _ 3 entonces

la base y la altura del rectangulo
ABCD no son proporcionales a las
del EFGH.

b)

S1C4
E1 a6 b)3 ¢ 5 d) 4
1 1 2
Z b) = z
E2 a) S ) 3 ) Z
2
E3 - b= o= d = o o
S2C1
2
El a2 b1 oz d3
E2
A MP B Q N C
T 1 1 T T 1 T 1 1 T 1 1 1 1 1 T
S$2C2
20
) p=>5 bp=1 ) p=4
S2C3
a) p=7 by p=7 c) p=-12
S2C4
a) AP=6cm,PB=21cm
b) AP=20cm,PB=5cm
¢) AP=28cm,PB=21cm
d) AP=12cm,PB=4cm
S2C5
E1
A P B Q C
E2 a) p=5 b)p=3 c) p=-2
14
E3 a) p=7 b) p=7 c) p=-26
d p=-7
E4 a) AP=9cm,PB=21cm

b) AP=15cm,PB=3cm
¢) AP=18cm,PB=14cm
d) AP=10cm,PB=5cm

UNIDAD 5

S1C1
AB 1 BC 1AC 1
DE 2'EF 2'DF 2

b) %A =34D,4B = 4E 4C = 4F

S1C2
E1 a) Son semejantes.
b) Son semejantes.

E2 a) AABC~ADEF
b) AABC~AEFD

S1C3
E1 a) Son semejantes.
b) Son semejantes.

E2

a) AABC~AEDF
b) ADEF~AMNO

S1C4

E1

E2

a) Son semejantes.
b) Son semejantes.
a) AABC~AEFD
b) AJKL~AMNO

S1C5

E1

E2
a)
b)

a) No son semejantes.

b) Son semejantes (LLL).
AEDF~AXWY

¢) Son semejantes (LAL).
AGHI~AJKL

DE =10 cm,DF =14 cm
EF=12cm,FD =15cm

S1C6

E1
a)

b)

E2
a)

b)

Hipétesis: AB || DE
Tesis: AACB~ADCE
Pasos

1.AB | DE
2.4A = 4D
4, AACB~ADCE

Justificacion

3.4C es comun en AACB y ADCE

Hipotesis: 4TPQ = 4S = £Q = 90°
Tesis: APST~ARQP
Pasos

1.4S = %Q
2.4TPQ = 90°
7. APST~ARQP

Justificacion

3. Por paso 2
4. 180°—4Q = 90°
6. Por paso 5

—_



S1C7
a) Hipétesis: My N son los puntos medios
— 1
respectivos de ACy BC,y MN = -AB

2
Tesis: AABC~AMNC
b) Pasos
1. M punto medio de AC
2. N punto medio de BC

1
3. MN = EAB

Justificacién
. Por paso 2
. Porpaso1
. Porpasos 3,4y 5
. LLL en paso 6

N Oy U1

S1C8
a) Hipdtesis: AC = BC,DF = EF
y 4C = 4F
Tesis: AACB~ADFE
b) Pasos
1. AC=BC
4. 4C=4F
5. AACB~ADFE

Justificacién
2. Hipétesis
3. Por pasos 1,2

s2C1

a) AACB~ADFE (AA)
b) AACB~ADFE (LAL)
¢) AACB~ADFE (LAL)

S2C2
a=9v10, b=3v10

S2C3

a) h=8V2cm b) x =45cm
S2C4

a) x=6cm b) x=4cm,y=15cm
S2C5

a) x=10cm b) x=12cm
S2C6

DF || AC.

S2C7

a) x=3cm b) y=2cm
S2C8

a) DE=9cm b) BC=9cm,GH = 8cm

S2C9

a) 9m b)15m ¢) 15m

S2C10
E1a x=5,y=8
b) x=10,y=38
c) x=24,y=30
d) x=75y=12
E2 a) x=4 b) x=6
E3 a) AB=14 b) AC=18
E4 x=4
E5 12m
UNIDAD 6
S1C1
x=5
S1C2
a) Para el tridngulo dado se tiene que
a=3,b=2,yc=\/ﬁ,demodoque
c? =13,y

a’+b%2=13
Por lo anterior vemos que
a? +b?% =c?

b) Para el tridngulo dado se tiene que
a=12,b =5,y c = 13,de modo que

c? =169,y
a®+b% =169
Por lo anterior vemos que
a? +b?% =c?
¢) Para el tridngulo dado se tiene que
a=4b=2yc= 2\/§,dem0do que
c?2 =20,y
a?+ b? =20
Por lo anterior vemos que

a?+b%=c?

S1C3
E1 a) AB=5cm b) BC =5cm
E2
@® @ ©) @
a 6 4 NA 315
b 8 4 V7 2
c 10 | 442 3 7
S1C4
a) 17 km b) 2vV3m
S1C5
E1 a) 245 b) 2 c) 2v5
E2 a) 45 b) 5V3 ¢ 2V7
E3 2V/17
S2C1

a) Altura: 8 cm, Volumen: 96m cm?

b) Altura: 12 ¢m, Volumen: 100w cm?®

¢) Altura: 3V11 cm, Volumen: V11m cm?
S2C2

a) Altura: 3¥7 cm, Volumen: 36v7 cm3

b) Altura: 3V17 ¢m, Volumen: 144v/17 cm3

¢) Altura: 2v23 ¢m, Volumen:

32423
3

cm

3

Solucionario
Paginas del LT: 102 ~ 148

S2C3

a) 13 cm b) 9cm

S2C4
a) 4V3

S2C5
243 m?

b V3

S2C6
E1

a) Altura: 2v'5 ¢m, Volumen:

b) Altura: 3v'5 ¢m, Volumen: 36V5m cm3
E2 328 .

32451,
3 cm

E3 2vV14cm?
E4 963 cm?

UNIDAD 7

S1C1

: Centro

: Arco

: Radio

. Recta tangente
: Cuerda

: Recta secante
: Didmetro

B E glE)e

S1C2
a) 30° b) 36° ¢) 50°
S1C3

a)x = 40°y = 80°
¢)x =90°y = 180°

b) x =20°y =40°

S1C4
E1
a) 60° b) 48° <¢) 55° d) 66°
e) 27° f) 68° g) 60°
h) 60°
E2 27°
E3 #CDB=30°
S2C1
a) 120° b) 80° ¢) 50°
S2C2
a) 89° b) 104° ¢) 67°
S2C3
a) 44° b) 30° «¢) 23° d) 110°
S2C4
E1 a) a=100°p =40°
b) a =120°p = 30°
c) a=48°%p =96°
E2
a) 99°  b) 115° ¢) 125° d) 54°

E3 a = 40°p = 64°

ﬂ—



Solucionario

UNIDAD 8
S1C1
E1
a) Poblaciéon: 500 personas que entraron
alatienda un dia
Muestra: 100 personas
Individuo: Cada una de las personas
b) Poblacién: 45 estudiantes de 7mo grado
Muestra: 6 estudientes
Individuo: Cada uno de los estudiantes
¢) Poblacién: 900 personas al hospital
Muestra: 300 personas
Individuo: Cada una de las personas

E2

a) Color de ojos( cualitativa)
b) Edad( cuantitativa)

S1C2 a)
Clase Favorita Conteo fi
Lenguay 117 111]
Literatura 10
Matematica HHHH /] | 12
Inglés 4 5
CCSS Ht 1/ 7
CCNN /] 3
Total 37
Grafica de Barras
15 I 12
10 7
5 > I 3
. HE =
ER =
=
8

eInyerslry
A enduar]

b) La respuesta se ha omitido

S1C3
Edad fi fr 1 fr%
14 ainos 2 0,1 10
15 afios 4 0,2 20
16 afios 5 0,25 25
17 afios 5 0,25 25
18 afios 3 0,15 15
19 afios 1 0,05 5
Total 20 1 100
S1C4
Enfermedad fi fr | fr%
Dengue 450 | 0,25 25
Zika 360 0,2 20
E.nferr.nedades 540 03 30
a) | digestivas
Enfe'rmed:fldes 180 01 10
respiratorias
Otros 270 | 0,15 15
Total 1800 1 100
Enfermedades Enfermedades
digestivas; respiratorias;
30% 10%
e =
b) L RN
Dengue  7Zika; Otros;
325%  20% 15%
S1C5
E1

Baho: 50%, Vigorén: 30%, Nacatamal: 20%

E2
Articulos fi | fr [fr%
Pantalén 306 (0,34 | 34
2) Camiseta 153 10,17 | 17

Vestido 207 (0,23 | 23

Falda 234 (0,26 | 26

Total 900 |1 100

Pantalén Falda; Vestido

b) ; 34% 26% ; 23%
5555
Camiseta;
17%
S1C6
Libros fi | fr % | Angulo
Historia 210 30 108°
a) Literatura 280 40 144°
’| Matemética | 70 10 36°
Quimica 140 20 72°
Total 700 | 100 360°
140
Quimica 210
20% Historia
30%
b)
70 - 280
Miig%;natic " Literatura
0 40%
S1C7
Dias fi Fi
Lunes 5 5
Martes 4 9
a) | Miércoles 6 15

Jueves 3 18

Viernes 5 23

Total 23

25 5 23

20 15

15 9

10 5
b) 5

0
®e N QS

S1C8
E1 a) b)

Pais fi fr | fr% |Angulo
Salvador 260 0,1 10 36°
CostaRica | 1040| 0,4 40 144°
Honduras | 780 0,3 30 108°
Otros 520 0,2 20 72°
Total 2600 1 100 360

Paginas del LT: 150 ~ 158

1200 1040
1000 780
s
400 260 I
200
-
s > 2 5
/}60 Q;\O &’b ‘60
NS <& Qb o
c:,‘b 0‘9 ‘2‘0

10%
Costa
Rica,
1040,
40%
1o
600 520
260
400
200
0
S 8 \},3? ey
Nl S
< NG Q\OQ
E2

a) Poblacién: Los estudiantes de 9no grado

en el 4fio 2011 y 2017.

Muestra: 175 estudiantes en 2011y
200 estudiantes en 2017.

Individuo: cada uno de los estudiantes

b) Elafio 2011:46.7%
El afio 2017:53.3%

<)

Deporte 2011 2017
fi 1 fr% | fi | fr%
Futbol 70 40 82 41
Basquetbol | 35 20 28 14
Voleibol 7 4 52 26
Béisbol 63 36 38 19
Total 175 | 100 | 200 | 100

Basquetbo], Béisbol,

20% 36%

Futbol, Voleibol,

1 40% 4%

NN

26% _ 19%

R
e,
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